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Katehismus der Algebra. 





sı. Einleikende Begriffe. 


J. Größe heißt alles, was größer oder kleiner gedacht 
werden kann. 

Mathematik iſt die Lehre von den Größen. Der Ein— 
teilung der Größen in Zahlgrößen (diskrete Größen) und 
Naumgrößen (ftetige Größen — Körper, Flächen, Linien) 
gemäß teilt man die Mathematik ein in Arithmetif, Lehre 
von den Bahlgrößen, und in Öeometrie, Lehre von dei 
Naumgrößen. 

I. Addieren (im allgemein mathematiichen Sinne) 
heißt eine Größe juchen, die jo groß iſt als mehrere andere 
gegebene Größen zujammengenommen. Dieje zu addierenden 
Größen werden Summanden (Addenden, Bojten) genannt. 
Das Nefultat der Addition (der Inbegriff der Summanden) 
heißt Summe. Das Zeichen für die Addition iſt — gelejen 
„plus“. Das Zeichen für die Gleichheit zweier Größen 
it = (Öleichheitszeichen). 

II. Die Einheit al3 Zahl wird mit 1 (eins) bezeichnet. 
Zahl ift eine Summe von (gleichartigen) Einheiten. Aus 
1—+ 1-1 entfteht die Zahl 3. 

IV. Die Form, durch welche die Gleichheit zweier Größen 
veranſchaulicht wird, heißt Gleichung. Eine jolche ift 3.2. 
7—+2==9, gelefen: „7 plus 2 iſt gleih 9*. Die Zeichen für 
die Ungleichheit find > (größer als) und < (Kleiner als) 


Is 
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4 
3.8.7 >3 (7 ift größer al3 3). Die Formen 7 >3, 
4 <T 10 werden Ungleihungen genannt. 

V. Denkt man fich eine Größe als Summe mehrerer 
anderen Größen, jo nenntman jene Ganzes, lebtere Teile 
(de3 Ganzen). 12 ift daher Ganzes, wenn man fich dieſe 
Zahl 3.8. als 9 — 3 denkt; 9 und 3 find al3dann Die 
Zeile der 12. 

VI Durch Addition der abjtraften Einheiten entjteht 
die natürliche (reine) Zahl. Die Reihe, welche durch 
ſucceſſives Addieren von Einheiten entjteht, aljo die Reihe 
1,2, 3, 4,5 .... wird natürliche Jahlenreihe genannt. 
Die Zahlen find ſpeziell (bejtimmt), wenn fie underänderlich 
dieſelbe Größe beibehalten. Man jchreibt diejelben gewöhnlich 
mit den „arabijchen Ziffern”; z. B. 5%. Allgemeine 
Zahlen, oder „Buchſtaben“, find dagegen Zeichen (gewöhn— 
(ih Buchjtaben), unter welchen man fich jede jpezielle 
Zahl vorftellen Tann. So faın at at a=3mala 
8747-47 = 3mal 7 oder di; + ie 4 
— 3mal ’/,; bedeuten. So lange noch nicht ein fpezieller 
Fall vorliegt, bleibt es noch unbeſtimmt, welche jpezielle 
Zahl der Buchſtabe vorjtellt. Multipliziert man 3. DB. Die 
Länge eined Rechtecks mit der Breite, jo erhält man den 
Slächeninhalt des Rechtecks. Bezeichnet man daher die 
Länge mit a, die Breite mit b, fo ift „a mal b“ Der 
Ausdruck für den Flächeninhalt eines jeden Nechteds. Sit 
nun der Inhalt eines Rechtecks zu bejtimmen, dejjen Länge 
18 m und dejjen Breite 10 m beträgt, jo geht der 
Ausdruck „a mal b“ in „18 mal 10“, alfo 180 (Quadrat- 
meter) über. 

VI. Es giebt zweierlei Arten von Öleichungen: 1) unbe— 
dingte (analytiiche, identijche), bei welchen die linke Seite 
(linf3 vom Öleichheitszeichen) der rechten gleich ift, ohne 
bejondere Bedingungen in Bezug auf den Wert der Größen; 
8.449 =13; xx + x=3malx; aa. 
Mit Ausnahme der zuleßtaufgeführten einfachjten unbedingten 
Gleihung iſt die rechte Seite nur eine andere Form der 
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linfen, daher ift au) xxx = 3malx für jeden nur 
möglichen Wert von x richtig. 2) Bedingte (jynthetifche, 
algebraiihe Gleichungen, Beitimmungsgleichungen) find 
jolche, bei welchen die linfe Seite der rechten nur für gewiſſe 
Werte der vorläufig durch einen Buchitaben (3. B. x) aus— 
gedrückten unbefannten Zahl gleich ift. So iſt 3=7 
eine bedingte Gleihung, bei welcher die linfe Seite der 
rechten nur für x — 4 glei) ift (nur x = 4 „genügt der 
Gleichung”). Eine (bedingte) Gleichung auflöjen heit 
einen Wert für die darin enthaltene Unbekannte (x) finden, 
der die linke Seite der rechten gleich macht; 3. B.iftx—-3—=17 
aufgelöjt, wenn x — 4 gefunden ift. 

VII. Diejer Einteilung der Gleihungen gemäß wird 

die Arithmetif eingeteilt in 
A. Bahlenlehre, die Lehre von den unbedingten 
Gleichungen. Diejelbe zerfällt in: 
1) Spezielle Zahlenlehre (Zifferrechnen, Elementar- 
rechnen): das Nechnen mit jpeziellen Zahlen 
MB. a. 

2) Allgemeine Zahlenlehre (oder „Buchitaben- 
rechnung“): das Rechnen mit allgemeinen 
Zahlen (z. B. x + x = 2mulx). 

B. Ulgebra (lies: älgebrä, das g wie im Worte Gold) 
it die Lehre von den bedingten Gleichungen 
4.8 x +3= 7) Da die „Auflöfung der 
Gleichungen“ unmittelbar mit dem Begriff „bedingte 
Gleihung“ zujammenhängt, jo kann Algebra auch 
al3 Lehre von der Auflöjung der Gleichungen erklärt 
werden. 

Algebra und Buchſtabenrechnung ſind mithin ver— 
ſchiedene Begriffe, dennoch iſt es gebräuchlich, Algebra 
als den Inbegriff von Buchſtabenrechnung und Auf— 
löſung der Gleichungen zu verſtehen. Dies läßt ſich 
nur inſofern rechtfertigen, als die Buchſtabenrechnung 
doch nur Vorbereitung zur Algebra iſt. 


6 82. Die fieben Grundrechnungsarten (Spezies). 


82. Die feben Grundrechnungsarken (Spezies). 


I. Addition. Addieren heißt (im arithmetiſchen Sinne) 
eine Zahl juchen, die eben jo groß ift, al$ mehrere gegebene 
Zahlen zufammengenommen. „Summand, Summe, —-“ 
haben diejelbe Bedeutung wie in S 1, II. Da der Ausdrud 
7 — 3 die Einheiten ſchon enthält, welche addiert werden 
jollen, jo unterjcheidet man 7 — 3 al3 formelle (oder 
theoretiiche) Summe, 10 als materielle (oder praftijche) 
Summe. 

I. Subtraftion. Aus der Addition (4.8.7 4-29) 
fann durch Umkehrung eine neue Spezies, die Subtraftion, 
abgeleitet werden, wenn man das Nejultat (die Summe 9) 
und einen beliebigen Summand (3.8. 2) al3 gegeben 
betrachtet und den anderen Summand (7) jucht. Gejchrieben: 
9 — 2 =7. Die in der Addition al$ Summe auftretende 
Zahl (9) Heißtin der Subtraftion: Minuend, der gegebene 
Summand (2): Subtrahend, das Nejultat der Sub- 
traftion (7): Reſt (oder Differenz, Unterjchied). Das Zeichen 
für die Subtraftion iſt — (gelejen: minus). 9 — 2 der formelle 
Neit. Subtrahieren heißt (der Entwidelung zufolge) 
eine Zahl (7) juchen, die zum Subtrahend (2) addiert, den 
Minuend (9) giebt. 

II. Multiplikation. 1) Bei der Addition ſind die 
Summanden gewöhnlich verſchieden. Sind fie gleich, 
3877-47 = 21, jo fürzt dies die Multiplikation 
Dur #7. on 21 onen 7 >29, Au Raben 
„7 mal 3 = 21". Multiplikation ift mithin die abgefürzte 
Addition gleicher Summanden. Der Summand (7) geht 
alsdann über in den Multiplifand, die Anzahl der 
Summanden (3) wird zum Multiplifator, die Summe 
(21) zum Produkt (Nefultat der Multiplikation); 7.3 das 
formelle Broduft. Das Nebeneinanderjtellen der Zahlen 
zeigt ihre Multiplifation an; der Punkt dient nur aus— 
nahmsweiſe als Zeichen für die Multiplikation, um etwaige 
Berwechjelungen zu vermeiden. Um z. B. 3 mit a zu muls 
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tiplizieren, jchreibt man 3a („3 mal a”); 3.8 jchreibt man 
nur, um dieſes Broduft von der Zahl 38 zu unterjcheiden. 
Multiplifand und Multiplifator werden gewöhnlich nicht 
unterfchieden, jondern mit dem Ausdrud Faktoren 
bezeichnet. Sn 2.3.5 = 30 ift 2 der erjte, 3 der zweite, 
5 der dritte Faktor. 

2) Die Multiplikation iſt zumeilen auf eine Addition 
zurüdzuführen; z. B. kann 3.4 a8 3 — 3-+ 3-3 oder 
auch als 4 + 4 + 4 aufgefaßt werden; 2.a (oder 2a) 
a8 aà a. 

3) Um einen zufammengejegten Ausdrud, 3.8. 8 — 3, 
als Ganzes (als etwas Zujammengehöriges, als eine Zahl) 
aufzufafjen, jebt man denjelben in Klammer: (), [|], ' a 
Soll 3.8. 3 mit 8 — 5 multipliziert werden, jo jchreibt 
man 3 (8-5) mit der Bedeutung 3.13 — 39; 3.85 
würde 24 4 5 —= 29 bedeuten. Soll 7 — 4 mit 5 mul- 
tipliziert, das Produkt von 21 fubtrahiert und der Reſt mit 
10 multipliziert werden, jo iſt zu ſetzen 10.[21— 5 (7 —4)], 
d.1.10 21 —5.3)= 10 21 — 15) = 10.6. 

IV. Divijion. 1) Kehrt man die Multiplifation in 
gleicher Weile um, wie die Addition behufs der Bildung 
der Subtraftion, jo würde aus dem Produkt und einem 
beliebigen Faktor der andere Faktor zu juchen jein. Aus 
7.3 = 21 bildet daher dieje neue Spezies, die Divifion 
genannt wird, 

entweder 21:7 = 3, oder 21:3 = 1. 
Das Produkt (21 in der 1. Gleichung) geht hierbei über 
in den Dividend, der gegebene Faktor (7) in den Divijor, 
der gejuchte Faktor (3) in den Quotient (daS Reſultat der 
Division). 21:7 iſt der formelle Quotient. Das Zeichen 
der Divifion ift ;, gelejen „dividiert durch”. Als Divifions- 
zeichen dient auch der Bruchitrich, jedoch hat diejer eine 
jpeziellere Bedeutung, indem er die zu dividierenden Zahlen 
als einen Wert Hinftellt, aljo die Klammer vertritt. 
5/s (gelefen: „5 Achtel”) bedeutet daher (5:8). Ein mit dem 
Bruchſtrich gefchriebener Quotient wird „Bruch“ (z. B. /), 
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der Dividend alddann Zähler (5), der Divifor: Nenner (8) 
genannt. E lieſt man furzhin „a durch b“. 


2) Aus der Additionsgleihungn 7I + 79 +78 
— 219 bildet die Multiplikation 7$.3 = 21. Diele 
führt zu zwei verjchiedenen Divifionen, jenachdem man 219 
und 3 oder 21) und 7 als gegeben betrachtet und den 
anderen Faktor jucht. Daher: 

a) 219:3=79 Sit der Divijor (3) unbenannt, 
jo ift der Quotient (7 $) gleichartig mit dem 
Dividend (21 9) und drückt alsdann einen Teil 
aus (der 3. Teil von 21 9 ilt 7 9). 

b) 219:79=3. Sit mithin der Diviſor gleich- 

artig mit dem Dividend, jo ift der Quotient (3) 
eine unbenannte Zahl und drüdt ein Ent- 
haltenfein oder Meſſen aus (7 5 it in 219 
3mal enthalten, oder das Maß 7 9 liegt 3mal 
in 21 9). 
Einen ſolchen „Quotient aus 2 gleichartigen 
Größen“ (3.8. 21:74, oder a wenn AB 
und CD beliebige Linien vorſtellen) nennt man 
Berhältnis. Da 3 = 219:79 md auf 
— 12 .%:4.%, jo geht in diefem Falle Die 
Sleianıng 23 == oan 
—= 12 4:4 A“. Cine jolde „Öleihung 
zwijchen zwei Verhältnifjen wird Proportion“ 
genannt. 

V. Das Votenzieren. 1) Wie die Multiplikation die 
abgefürzte Addition gleicher Summanden, jo iſt daS Poten— 
zieren die abgekürzte Multiplikation gleicher Faktoren. Statt 
7.7.7 = 343 jchreibt das Potenzieren: 
7°= 343, gelejen „7 zur dritten = 343" (ftatt 7 zur 
3. Potenz), oder auch „7 mit 3 potenziert — 343". 

Der Faktor (7) wird zur Basis (Örundzahl, Dignand), 
die Anzahl der Faktoren (3) zum Erponent, das Produkt (343) 


— 


C 
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zur Potenz. (7? die formelle Potenz.) Den Exponent 
Ichreibt man gewöhnlich mit Eleinerer Schrift vecht8 oben an 
die Baſis. Statt 9.9.9.9 (berechnet 81.9.9 = 729.9 
— 6561), a.a.a (oder aaa), (b+ c)(b + e) jchreibt 
man aljo 9%, ad, (b — c)?; gelefen: „9 zur vierten“, 
„a zur dritten“. Die 2. Potenz wird auch Quadrat, die 
dritte Kubus, die 4. Biquadrat genannt. (a — b)? lieſt 
man gewöhnlich „a—- b Quadrat“ und nur ausnahmsmeije 
„at b zur zweiten“; a? gelefen: „a zur dritten“ oder 
„Kubus von a“. Duadrieren oder „auf die 2. Potenz 
erheben“ Heißt die 2. Potenz einer Zahl berechnen 
(11 quadriert giebt 11.11 = 121); fubieren heißt die 
3. Botenz berechnen (10 fubiert giebt 10.10.10 = 1000). 
Un unbequemes Lejen zu vermeiden, benugt man das Wort 
„oh“; 3.8. at”, gelejen: „a hoch 1 minus z“. 

2) Das Potenzieren ijt zuweilen auf eine Multiplikation 
zurückzuführen. 3.8. (a —b)’=(a—b)(a—b). 

VL DasNRadizieren. Dda7+3=3+47,7.3=3.7, 
jo läßt das Addieren nur eine Umkehrung: die Subtraftion, 
die Multiplikation nur eine Umkehrung: die Divifion zu. 
Weil aber 3? nicht = 2°? (denn jenes ijt 9, Diejes 8), jo 
muß das PVotenzieren (3.8. der Ausdrud 10° = 1000) zu 
zwei dverjchiedenen Umfehrungen führen. Sucht man aus 
der Potenz (1000) und dem Exponent (3) die Baſis (10), 
jo heißt die Rechnungsart: Nadizieren oder Wurzelausziehen; 
wird Dagegen aus der Potenz (1000) und der Baſis (10) 
der Erponent (3) gejucht, jo heißt die Nechnungsart: 
Logarithmieren (fiehe VII). 

Das Nadizieren bildet aus der Potenz 10° = 1000 

3 


den Ausdrud / 1000 — 10, gelejen: „dritte Wurzel aus 
1000 = 10”, oder „1000 mit 3 radiziert = 10". Die 
Botenz (1000) wird hierbei zur Wurzelbajis (Nadifand), 
der Potenzerponent (3) zum Wurzelerponent (oder 
Nadifator), die Baſis (10) der Potenz zur Wurzel. 


Ga a Sick 
( / 1000 die formelle Wurzel.) Nadizieren heißt aljo eine 
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Zahl juchen, die, mit dem Wurzelerponent potenziert, die 
5 
Wurzelbaſis giebt. 100 000 ift—10, weil105—=100000; 


4 
V"ıs — 1/,, weil (= Och hp. es = Ye. Das 
Wurzelzeichen // ift aus demxr des Wortes radix (Wurzel) ent= 
2 


ftanden. Statt / fchreibt man ftet3 nur / und lieſt dieſes 
Beihen „Duadratwurzel”. Aus 8? = 64 z.B. ent- 


Re 2 

ſteht /64 EL USE 64), gelejen: „Duadratiwurzel aus 

64“, auch wohlnur „Wurzel aus 64", wenn andere Wurzel 
3 


nicht in Betracht tommen. /125=5 wird „dritte Wurzel 
aus 125° oder „Kubilwurzel aus 125“ gelejen. 

VI. Das Logarithmieren (oder Erponentiieren) 
jucht au der Potenz (in Bezug auf 10% = 1000, aljo 
aus 1000) und der Balis (10) den Erponent (3). Öejchrieben: 
1018 1000 = 3; gelejen: „Der Zehn-Logarithmus von 
1000 = 3” oder „1000 mit 10 logarithmiert = 3". 
Die Potenz (1000) wird zum Numerus (oder abjoluten 
Zahl, Logaritdmand), die Bafis (10) zur Bajis (oder 
Grundzahl) des Logarithmus, der Erponent (3) zum 
Logarithmus. Die Bafis jchreibt man links oben an die 
Buchſtaben Ig (Abkürzung für Logarithmus). Logarith- 
mieren beißt alfo eine Zahl (3) fuchen, welche als 
Erponent die Baſis (10) auf eine Potenz (die 3. Potenz) 
erhebt, welche dem Numerus (1000) gleich it. Daher 


61836 — 2, weil 6? — 36; FlgYyı = 4, weil (1/,)* 
ne. 


Anmerkung. Sebt man wieder die Elemente der Potenz 


einander gleich (3.8. s s) jo ließe fich wohl der Ausdruck 
abfürzen, jedoch könnte man nicht mit dieſer Abkürzung 
rechnen, da 32 nicht — 28 iſt. Mithin giebt es nur drei ſogen. 
„direkte Spezies“: Addition, Multiplikation und Poten— 
zieren, und vier „indirekte“: Subtraktion, Diviſion, Radi— 
zieren, Logarithmieren. 
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83. Die Baupfläke der Spezies. 


Die Lehrſätze der erjten Spezies find zwar jchon in dem 
als befannt vorausgejegten elementaren Rechnen in An— 
wendung gekommen, jedoc, im allgemeinen mit jo wenig 
mathematischer Begründung, daß ſie hier, wo es erforderlich, 
mit jtrengerer Beweisführung als notwendige Grundlage 
für die Lehren der Buchſtabenrechnung und Algebra wieder- 
holt werden müfjen. — „Bew.“ bedeute jtet3 Beweis. 

I. Addition. 1) Die mehrere Summanden einfchließende 
Klammer fann beliebig weggelafjen und mehrere Summanden 
beliebig in Klammer gejtellt werden. 5--(4+3)—=5+-4—-3 
— (544-3. Um eine Summe zu berechnen, hat man 
daher immer je 2 Summanden in eine Zahl zu vereinigen; 
8.345 +9 =8- 9 = 17. 

2) Die Summanden einer Sunme fünnen beliebig ange= 
ordnet werden; .B.6--74=6 +47. 

3) Nur gleichartige Größen fünnen addiert werden; 
:8.8% +35 +12 4-45 =20M +79. 

I. Subtraftion. Vorbemerfung. Die Beweije für 
die Sübe der indirekten Spezies find ohne Ausnahme dadurch 
zu führen, daß man auf die zugehörige direkte Spezies zurück- 
geht. Die Subtraftion ift daherrichtig, wenn „Reſt + Sub— 
trahend = Minuend”. 

1) Ein Summand hebt fich mit dem ihm nachfolgenden 
gleichen Subtrahend. 8.8. (8 +3) — 3 — 8, oder 
843 —3—=8. Bew. Reſt (8) + Shh. 8) = 8-3 
= Minuend. 

2) Ein Summand hebt fich mit dem ihm vorausgehenden 
gleichen Subtrahend. (9 — 4) + 4=9, oder I — 4 
+4=9. Bew. Da die Subtraftion 9— 4=(9 — 4) 
unbedingt richtig ift, fo muß auch „Reſt + Shd. = Min.” 
fein, d.i. (mit dem Reit 9 — 4 derrechten Seite, dem Min. 9 
und Shd. 4 inf): (9—4) + 4=I9. 

3) Die Anordnung der Summanden und Subtrahenden 
it beliebig. 13-11 — 3=13 — 3-11; 17 —8 —7 
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— 17 — 7 — 8. Denn Reit 13 — 3 +11 -- &h. 3 
— Minuend 13 — 11. 

4) Bildet man nach einem Additionszeichen eine Kammer, 
jo bleiben die in die Klammer zu jeßenden Zahlen unver- 
ändert. 7-14 — 4=7—+ (14 — 4). Bew. Reit 
+14 — + &h.4=7- (14 —-4)+4] 
— 7 -- 14 (nad Saß 2) = Min. 

5) Daher ijt auch umgekehrt 7 —- (14 — 4) unverändert 
— rn ty et) 

6) Löſt man nad einem Gubtraftionszeichen eine 
Klammer auf, jo verwandeln fi) die in der Klammer 
befindlichen Summanden (additiven Zahlen) in Subtrahenden 
(fubtraftive Zahlen), die Subtrahenden in Summanden. 
8.829 —- 90 —- 4+-1)=29 —9-+4-— 1. 
Bew. Reſt 29 —9+4—1- Shd. (9 —4-1)=29 
(nad) Sab 1 und 2) = Min. 

7) Umgefehrt: Bildet man nad) einem Gubtraftions- 
zeichen eine Klammer, jo verwandeln fich die Summanden 
in der Klammer zu Subtrahenden, die Subtrahenden zu 
Summanden. 23 — 9 +4 —1=23 — (1 —4--1). 

Il. Multiplifation. 1) Nur ein Faktor eines 
Produkts kann benannt fein; denn 8$) + 89 = 89.2. 
2) 3.10 =10 +10 410, |8-+818=3.8, 

2.10 =10 — 10, daher 8-+-8=2.8, daher 

1.10 =10; =1.8. 
Dder: Der Faktor 1 fann beliebig weggelajjen oder hinzu— 
gefügt werden. 

3) Eine Summe oder Differenz wird mit einer Zahl 
multipliziert, indem man jeden Summand und Subtrahend 
mit diefer Zahl multipliziert. Bew.: Es it 15.3 = 15 
—-15—-15. Seßt man für 15 den Ausdrud 204 — 9, 
jo entjteht (20 — 4 — 9). 3 = 20 —4— 9-20 
14-9+120-4.9= 20 +20 +20 44 
1444-99 —-9—=20.3-44.3—(9-+9-19). 
Solglih ift (20 44 — 9).3 = 20.344.3 — 9.3. 
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4) Umgefehrt: 20.34.38 — 9.3=(20+4—9).3. 
Oder: Sind mehrere Produkte addiert oder jubtrahiert und 
haben diejelben einen gemeinjamen Faktor (hier 3), jo fann 
man diejen Faktor aus den Produkten entfernen, den zurück— 
bleibenden Ausdruck (hHiev 20 + 4 — 9) in Klammer ſetzen 
und dieje dann mit jenem iweggelafjenen Faktor multiplizieren. 
Um in 8949.89 — 47.89 die Zahl 89 „auszuheben“, 
jeßt man (nad) Saß 2) 1.89 4 49.89 — 47.89. Wird 
89 weggelafjen, jo bleibt 1-+ 49 — 47 zurück, folglich ift der 
gegebene Ausdruf = (1-49 — 47).89 = 3.89 = 267. 

5) Um ein Produft zu multiplizieren, darf nur einer 
der Faktoren multipliziert werden. Soll 3.8.5.4 mit 3 
multipliziert, d.h. (5.4).3 berechnet werden, jo hat man 
entiweder nur 5, oder nur 4 mit 3 zu multiplizieren. Das 
Nejultat ift aljo entweder 15.4 oder 5.12, d. i. (5.3).4 
oder 5.(4.3). 

2. Beilpiel: (31/, . 41/g) giebt mit 2 multipliziert entweder 
7.44, oder 31/,.9; (nicht aber 7.9). | 

Bew. (5.4).3=(5+-545-5).3 [nad 82, II, 2] 
— (5.3) + (5.3) + (5.3) + (5.3) nad) dem 3. Saß 
— (5.3).4. Dder (5.4).3 = (4+4+4-+4-4-4).3 
— (4.3)+(4.3)+(4.3) + (4.3) + (4.3)=5.(4.3). 

Falſch wäre es daher, um 5.4 mit 3 zu multiplizieren, 
15.12 als Rejultat zu feßen, die Aufgabe alfo mit (5 —+-4).3 
— 5. 3 — 4.3 zu verwecjeln. Man würde ein 3 mal zu 
großes Reſultat erhalten. 

6) Die mehrere Faktoren eines Produkts einjchliegende 
Klammer kann beliebig weggelafjen oder hinzugefügt werden. 
Bew. Wie aud) 3.4.5 berechnet wird, ob als (3.4).5 
oder (4.5).3 2c., immer muß man dasjelbe Reſultat erhalten. 

7) Aus dem 5. und 6. Saße folgt: 

a) Die Anordnung der Faktoren ift beliebig, 3. B. 
4.3.5 =4.5.3. 

b) Ein Produkt berechnet man, indem man immex 
je 2 Faktoren in eine Zahl vereinigt. Denn 
Di 1 Se (BA) E20 
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— (208 8)2—I60% 2 oDerslunrer nA. 2 
— (5.4).(8.2) = 20.6 = 120; 1° = 11 
ee 
IV. Diviſion. 1) Die Divifion ift richtig, wenn 
„Duotient mal Diviſor — Dividend“ (ſiehe die Vor— 
bemerfung in S 3, MD). 8.8. ift 1001:13 = 77 ridttig, 
weil 77.13 = 1001. Sn den Beweijen der folgenden 
Sätze mag Q: Duotient, Ds: Divifor, Dd: Dividend bedeuten. 
2) Der Divijor 1 kann beliebig weggelafjen oder hinzu— 
nen meroen 9.193210, Dew. 0 
mal Ds.1 = Dd.5. 
3) Eine Zahl durch fich felbit Dividiert, giebt 1. 


BB. A343, —T, — 


4) Durch die Umkehrung des vorſtehenden Satzes kann 
1 in einen Bruch mit beliebigen Nenner verwandelt werden. 


3. B. 1 "I. 

5) Ein Produkt durch einen ſeiner Faktoren dividiert, 
giebt den andern Faktor. — — 9 oder — — 8. 
Bew. Ds.5 = Dd.5.9. 

6) Umgefehrt 9 = Um z. B. 6 in Achtel zu ver— 
wandeln — 2 Ze 


7) Ein Bruch mit feinem Nenner multipliziert, giebt den 
Banler. aan. Sen D9 = 3 U hDDerrs rn Hd Tr: 
AaRRT 186. B ei. 37 
richtig, da links derſelbe Ausdrud wie rechts ſteht. Iſt aber 
die Divifion richtig, jo muß auch Q. >< Ds. = Da. fein, 
d. ;# PR 5987: 

8) Umgekehrt 37 —= 59. "so. Um z.B. 18 in ein 
Vroduft zu verwandeln, von welchem 24 der erite Faktor 
it, jeßt man 18 = 24. 18/,, = 24. °).. 

9) Ein Produkt bleibt unverändert, wenn ein Faktor 
mit einer beliebigen Zahl multipliziert, der andere durch 
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diefelbe dividiert wird. 15.32— 15.2.°/,;—= (15.2) .°?/a 
(— 30.16). 


10) Um ein Broduft zu dividieren, darf man nur einen 
— .3 
Faktor dividieren. ze (Entineder 3b. == 3.585, 


oder 15. aus = 15.7. (Nicht aber da 620), = Sn Fr) 
Ben. I. * 107.36 ><.Ds. 5 (linie 
unten) = is), .5.35 —=15.35 —=Di. (linf3 oben). &3 ijt 
alfo au 15.35:5 = 15:5.35. Oder: Die Anordnung 
der Faktoren und Diviſoren iſt beliebig. 


11) Um einen Bruch mit irgend einer Zahl zu multipli- 
zieren, multipliziert man den Zähler mit diefer Zahl. Diejer 
Satz ift die Umkehrung des vorhergehenden, denn 13/,.35 

15.35 





5 
12) Gleiche Faktoren des Zählers und Nenners heben fich. 
75), Bew. xD. — 5.9.7 =5. 7 — Da. 


= 


37 
13) Erweitert man einen Bruch, d.h. multipliziert man 
Zähler und Nenner mit derjelben Zahl, jo ift der neue Bruch 


. — 3/,; (Umfehrung 





dem urjprünglichen gleich. 3/, = > 
des 12. Satzes). 
14) Gleiche Diviſoren im Zähler und Nenner heben ſich. 
„= Dei. 0 Ds Pag na id) 
15) Kürzt man einen Bruch, d.h. dividiert man Zähler 
und Nenner durch diejelbe Zahl, jo tjt der neue Bruch dem 


uriprünglichen gleich (Umfehrung des vorhergehenden 


15:3 £ 
Satzes). u — RT Pl: 


16) — e— 71.1015 6 
001 004 


an 
& 





-] 
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17) Zwei Brüche multipliziert man, wenn man Bähler 
mit Zähler, Nenner mit Nenner multipliziert (Umkehrung 


des 16. Satzes). 7/,./, = ur — Br. 


18) Einen Bruch dividiert man durch eine ganze Zahl, 
indem man 
entweder den Nenner mit der ganzen Zahl multipliziert; 


— enno 


a a. NT 
Te 28 /p —Da.; 


oder den Zähler durch die ganze Zahl dividiert; 





= 4 
3 B. — 24 — rag —— denn Q. x Ds. 
TARA 12% 9 4 
iz — 17 — 2 (ſiehe 7. Sat) 
= Di. 


19) Man kann aus dem Nenner eine Bruches einen 
Faktor entfernen und denjelben al3 Divijor für den übrig- 


bleibenden Bruch jegen; denn — — — 1/,5.(:. 18. Sab). 


20) Multipliziert man 1 mit — beliebigen Zahl und 
dividiert man 1 zugleich durch dieſelbe Zahl (3.8. 1.88 
und 1:8 — 1/,), jo entjtehen zwei mit Rückſicht auf Mul- 
tiplifation und Diviſion einander entgegengejeßte Zahlen 
(3/, und 1/,), die man reziprofe oder umgefehrte Zahlen 
nennt. Aus 8/, und Y/5 folgt: Den reziprofen Wert einer 
Zahl erhält man, wenn man ſich dieſe in der Form eines 
einfachen Bruches denkt und den Zähler mit dem Nenner 
vertauſcht. Die Reziproke von ?/,, iſt daher 
von 20 (d.i. fie Yo; von 37/; (d.i. 31/5) At fie 3)... 

21) Eine beliebige Zahl dividiert man durch einen Bruch), 


inden man jene Zahl mit dem reziprofen Bruch multipliziert. 
2. DB. 1220), ==s120 yP = —— — — 16%/, ; 


r el — 
31, : Als — — F IP En a h IR — — — ET 
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Yo: Yo = Ya - Yı = Yo. 10 = Yo = 1. 
22) Eine Summe oder Differenz dividiert man, indem 
man jeden Summand und Subtrahend dividiert. — 
=) + '/—°. Bew. xD. —=(; +); — s)) 8 
——7*0—. 
23) Brüche mit gleichen Nennern (gleichnamige Brüche) 
addiert oder jubtrahiert man, indem man einen neuen Bruch 
herſtellt, deſſen Zähler durch Addition, bezw. Subtraftion 
der gegebenen Zähler entjteht und dejjen Nenner der gegebene 
Nenner ift; denn nach dem 22. Sabe ift / + /s — Js 


—-— au —. Ungleichnamige Brüche find zuvor gleichnamig 


zu machen; 3. B. th = Nat Ha — a =='jıe: 
24) it, =5 Hi et a 


(fiehe den 6. Sab) =5 ur mE ZU (fiehe den 


Um aljo eine Zahl (37 im vorjtehenden Beijpiel) durch eine 
andere (7) zu dividieren, kann man einen beliebigen Quotient 
(5) wählen, wenn man diejen um einen Bruch > 
vermehrt, bei welchen der Zähler dadurch entjteht, daß 
man den urjprünglichen Dividend (37) um das Produkt 
aus dem Quotient (5) und dem urjprünglichen Divijor (7) 
vermindert, als zugehörigen Nenner aber den urſprüng— 
fichen Divifor (7) jeßt. 2. Beifpiel 1Y/, = 7 
+ — = 74 Ya = Who). Da durch dieſe 
Diviſion immer nur ein Teil de3 Quotient berechnet wird 
(erſt 7, dann ?/,3), jo nennt man diefelbe Bartialdivijion. 

Veßotensierena tn 12 ir hei ei 
— 1 ꝛc. 1 giebt aljo in jeder Potenz wieder 1. 

— 102 SI 10H 
yes 10? — 10.10, folglich 
—— ———— 100,10: 

Man Fann aljo jeder Bahı 1 al3 Exponent beliebig hinzu— 
fügen oder den —— 1 wegnehmen. 

Schurig, Algebra. 2 
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$4. Bull und die unendlich große Zahl. 


I. Sn der niederen Mathematik bedeutet O jo viel als 
„nichts“. ES ift daher 8 + 0 = 8. Daraus folgt: 
1)8 -0=8ım 2) 8 —8=0; allgmein a — a 
— 0. Die natürliche Zahlenreihe erweitert fich damit zu: 
Unlweesrd Dr... 

HD. Aus 0-—+-0=0,0-+0-+0=0 folgt 2.0=0, 
3.0 = 0. Allgemein: 0 mit jeder beliebigen Zahl mul- 
tipliziert, giebt wieder 0. Daher muß das Produkt — 0 
fein, wenn einer der Faktoren = 0 iſt; 3.8. 8.73.0.°%, 
a 

II. O durch jede Zahl dividiert, giebt O; denn %/,, = 
weil Q. 0 >< Ds. 13 = Da. 0 (j. DM. 

IV. Endlihe Zahlen find folche, die aus einer beſtimmt 
abgegrenzten Menge von Einheiten bejtehen, 3. B. 13 oder 
100 Trillionen. 2/567 iſt eine endliche Zahl, denn 2 und 
567 find bejtimmt abgegrenzt, alfo auch ?/sgr- 

V. Denkt man fi dagegen ni-1+1-+1-1.... 
die Einheiten nach vechtS Hin (oder auch nad) beiden Seiten 
hin) ohne Grenze, aljo bis ins Unendliche fortgejeßt, jo 
erhält man als Summe jämtlicher Einheiten die „unendlich 
große Zahl”, die man mit © bezeichnet. Geht man nad) 
rechts hin bis 1 Trillion, jo ift man der Zahl © noch 
feinesweg3 um ein bemerfensiwertes Stück näher gefommen. 
Denn jeßt man an die Stelle von 1 ſogleich 1 Trillion, aljo 

1 Tr. 41T. +1T%.+1Tr.+1Tr..... 
jo bleibt die unendlich große Zahl noch immer in unendlicher 
Entfernung recht3. Es verjchwindet Daher jede auch noch jo 
große Zahl vollflommen gegen die Zahl ®. 

VI © um irgend eine endliche Zahl vermehrt, giebt 
immer nur o als Summe. Obgleich der Satz jchon aus V 
roigt jei hier doc) ein 2. Beweis Sen, 

II HIHI HIt.. 
5 TAI 12 De ee la ee 
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Denkt man fich in der Neihe A unendlich viele Einheiten, 
jo jtellt fie die Zahl © vor. Sekt man nun vor A noch 
7 Einheiten, jo entjteht die Neihe B, die für jich betrachtet 
(wenn A nicht vorhanden wäre), wieder die Zahl o vorftellt. 
Folglich ft o - 7” =». Der Sat bleibt aber fir jede 
endlihe Zahl richtig, auch wenn ſtatt 7 die Zahl Trillion 
gejeßt worden wäre. 

VII. Aus der Gleichung: „o + endlihe Zahl = »“ 
folgt (nad) 82, I): o — endlide Zahl = ». 

VIH. Setzt man zu den Einheiten in A noch einmal jo 
viel Einheiten, jo ijt die Summe jämtlicher Einheiten 


een art alla. 2% 0 = Ba, 
Allgemein: Das Produkt aus irgend einer endlichen Zahl 
und oo ift wieder = w, daher au Yon mo =”, 
1000000 — ®- 

IX. Eine endliche Zahl durch O dividiert, giebt die Zahl ©; 
z. B. = mo. 


Dem. 12:1==12, 

12: SEEN er —— — 12000, 
VO nn 12 N0R0U0: 

Wird der Ds. immer fleiner, jo nimmt der Q. immer 
mehr zu. Hat der Ds. 0 erreicht, jo muß der Q.—=& fein, 
denn wäre Der Ds. noch nicht ganz O, jondern eine ſehr Kleine 
endliche Zahl ( B. Friflion)’ jo wäre auch der Q. noch nicht 
= © (jondern erit —= Trillion). Daher 12:0 = o 
oder 12,7 — 0. 

X. Au5 10:10 =1, 

1021000 — "oo, 
10:1000000 = !/;ooooo 2. ergiebt fih in 
gleicher Weile al3 Grenze 10:00 — 0 oder = — 

Jede endliche Zahl durch o dividiert, giebt mithin den 
Duotient 0. Man jegt daher O (namentlich in der höheren 
Mathematik) gleichbedeutend mit rn (unendlich Klein). 


2* 
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S5. Bon den enfgegengefehten Bahlen. 
(Pofitive und negative Zahlen.) 


I. Einleitung. 


BT S dire 
Ba RE NS 1 1, 1 SSR PB 
In vorſtehender Linie mögen die einzelnen Abjchnitte 
Einheiten vorstellen, jo daß rechts von N die Strede Na 
— 1 Einheit, Nd = 4 Einheiten vorftellt. Von N aus 
gemefjen würde daher der Punkt a die Zahl 1, der Punkt d 
die Zahl 4 bedeuten. Geht man mithin von 4 (Punkt d) 
aus, fo ergiebt fich mit 4 + 1 der Runft e, recht3 von d, 
mit 4 — 1 der Punkt e, links von d. Durch Hinzufügen 
von 1 würde man alfo immer den nächiten Punkt rechts, 
durch Hinzufügen von — 1 den nächſten Bunkt links erhalten. 
Wird BN über N hinaus nad) links verlängert, jo daß die 
Strede NA der Strecke NB genau entgegengejebt Liegt, 
jo würde nım auch von O0 (Punkt N) aus der Punkt a 
(recht3 von N):O-+1, und der Bunktf (ins vonN):0 — 1 
bezeichnen. Von a (d.i. O1) aus erhielt man ferner den 
nächjten Punkt rechts, alfo b, durch Hinzufügen von +1 
und mithin wreeb= (0 +1) +1=0- 2. Von f 
(d.i. 0 — 1) aus würde ic) der nächjte Punkt Links, 
alſo g, durch Hinzufügen von — 1 ergeben und mithin 
wäre = (0 — 1) — 1=0 — 2 So erhielte man 
folgendes Bild: 
0 


3.052 01,02 0102 an 
RE BR RT RR EN 
N 








A 
Diefe Summen 0-—-1,0—2,.... fürzt man mit —1, 
2, 4+3...., die Differenzen 0—1, 0— 2, 0—3 mit 
2, —3.... ab. Somit ergiebt ſich die folgende 
Darftellung: 
BE NR. Say By +2 +3 + +5 


| | | | | | 
—— N 


r 


Q 
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2) Fügt man diefe Zahlen —1,—+2..., — 1, —2..,, 
anderen Zahlen Hinzu, 3.8. der Zahl 10, jo würde 10-42 
eine Bermehrung der 10 um 2, 10 — 2 eine Verminderung 
der Zahl 10 um 2 bezeichnen. Mean hat deshalb die in der 
Linie PQ befindlichen Zahlen rechts von N additive, links 
von N jubtraftive Zahlen genannt. Allgemein gebräuch- 
lich find jedoch dafür die Namen: pojitive Zahlen (rechts 
von N) und negative Zahlen (links von N). Da dieje 
Zahlen von 0 aus entgegengejeßt liegen, jo hat man ihnen 
den gemeinjamen Namen „entgegengejeßte Zahlen“ gegeben. 

3) Bisher (im elementaren Rechnen) vechnete man nur 
mit den Zahlen, wie man jie in jener Linie NB von N aus 
nach B hin abzählte; bildlich aljo: 

BAR u ———— 

| | | | | | | 

N B 
wobei e3 feine entgegengejegte Nichtung NA gab (Saß1), 
vielmehr fonnte die eine bejtimmte Zahl vorjtellende Länge 
in jeder nur möglichen Nichtung liegen, wie z. B. die Nadien 
eines Kreiſes, die Seiten eines Dreieds. Solche „richtungs— 
ofen“ Zahlen werden abjolute genannt. Mißt man in 
jener Linie PQ vom Nullpunkt N au mit der abjoluten 
Länge von 3 Einheiten nach vecht3, jo gelangt man zur 
pofitiven Zahl — 3, von N au8 entgegengejebt nach links: 
zur negativen Zahl — 3. Man unterjcheidet daher in 4-3 
und — 3 die abjolute Zahl 3 und das Vorzeihen— 
oder —, durch welches eine der beiden einander unbedingt 
entgegengejeßten Nichtungen bezeichnet wird. 

4) Da die abjolute Zahl 5 um 1 größer iſt, als Die 
abjolute Zahl 4, die pofitive Zahl —5 aber au um 
1 größer al3 die pofitive Zahl 44, fo find die abjoluten 
Zahlen gleich den pofitiven; daher 7 jo viel als 4-7. 

5) Aus Vorjtehendem folgt, daß jede in der Linie PQ 
enthaltene Zahl größer ift, als eine linfS liegende. Daher 
it 4-8 um 8 größer al3 0, —12 um 12 fleiner als 0, 
—s3 um 2 größer al3 1, +3 um 10 größer al3 — 7, 
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— 11 um 30 größer al3 — 41, —1 um 2 größer als —1, 
— 1/, um 1/, größer als — !/,. Zumeilen jieht man vom 
Borzeichen ab und jagt: —13 iſt „abjolut genommen“ 
größer als — 4. 

6) Die Beweije für das Nechnen mit entgegengejeßten 
Zahlen werden leicht dadurch geführt, daß man (ſiehe Satz 1) 
z. B. fir die poſitive Zahl +8 (fi al3 Vorzeichen‘) die 


Summe 0 8 (ea als bsitionszeihen) und für die 
negative Baht —5 (35 als Sach die Differenz ber — 8 
(= als Subtraktiongzeichen ) jeßt. 


7) Mit den pofitiven und negativen Zahlen ift nun der 
Bahlenbegriff wejentlich erweitert. Da in der Algebra der 
Buchjtabe jede nur mögliche pofitive oder negative Zahl 
voritellen kann, jo werden diefe Zahlen auch algebraiiche 
genannt. 


1. Addition mit entgegengejesten Zahlen. 


A. Formelle Addition. Fügt man der Zahl 8 die 
pofitive Zahl 42 oder die negative Zahl —2 Hinzu, fo 
bedeutet S-—- 2 das Fortjchreiten in der Linie PQ von —- 8 
um 2 Einheiten nach vecht3 (bi8 zu — 10) nd 8 — 2 
das Fortjchreiten von — 8 aus um 2 Einheiten nach 
in (= — 6). — 10 — 3 würde alſo das Fortjchreiten 


von — 10 aus um 3 Einheiten nad) rechts (= — 7) 
und — 10 — 3 das Fortjchreiten von — 10 aus um 
3 Einheiten nach links (= — 13) vorjtellen. Iſt daher 8 


und — 2 zu addieren, jo jchreibt man nicht 8 ns (je =h 


jondern nur 8S— 2; — 10 um — 3 vermehrt, fihreibt man 
nicht (m 10) ir J 3), jondern nur — 10 — 3. Man 


läßt mithin das Additionzzeichen weg und jtellt nur die 
zu addierenden entgegengejeßten Zahlen neben einander. 
Eine jolhe Summe entgegengejeßter Zahlen wird auch 
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„algebraiihe Summe“ genannt. Die algebraijche Summe 


5 —11 — 19 bedeutet demnad) — 5) =F (711) 
Ar (5 9) oder noch vollftändiger (0 np 5) ; (ll) 
— — ) 

B. Aus Vorſtehendem folgt zugleich, daß 6N in 
— ar ) in — übergeht. Statt — (—17) + (+5) 
schreibt man daher 10 — 17 —+5 


C. Materielle Addition. 1) Haben die Summanden 
gleiche Vorzeichen, jo addiert man die abjoluten Zahlen 


und giebt der Summe das Borzeichen der gegebenen 
Summanden. Daher 8-40... +8 +4) =--13; 





N De RN 
en zer] 
EN — 28 
Ber DO 
+ 39 N 


= er J 


— 0 — (9 7) — 0 — 16 = der negativen Zahl 
— 16 (ſiehe I-1 und 6). * 

2) Zwei Summanden mit entgegengejeßten Vor= 
zeichen. Sind die abjoluten Zahlen gleich, 3.8. — 8-8 
oder 13 — 13, fo heben jich die Summanden und das 
Refultat iſt—0; denn -I)HAI=(0- = 3)+ (04 — 3) 
he 88112]: Eind bie 


Abiöften Zahlen verfchieben, z. B. —213 4-7 oder —— 4-9, 
jo vermindert man (ohne Rückſicht auf die Vorzeichen) die 
größere abjolute Zahl um die fleinere und giebt diejer 
abjoluten Differenz das Vorzeichen des mit der größeren 
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abjoluten Zahl behafteten Summanden. Daher — 13 +7 
= 6, -—49=-+5=5; 


—5 —8 + 0.3 — 12 

— 2 —- 2 — 4.196 —-29 ' 

ei a — 3.596 nah 
Beweis. Nach dem 1. Saß iſt — 13 = — 6 — 7; daher 
—3+7 = —6 — 74+7=— 6. Oder einfader: 


Die größere abjolute Zahl vorangejeßt und nach dem erjten 
Zeichen eine Slammer gebildet; daher 8-13 — — 13 —-8 
= — (13 — 89) — — 5. 

3) Bei mehr als zwei verſchiedenen Summanden 
kann man die poſitiven für ſich, eben jo die negativen 
für ſich addieren und dann beide Summen vereinigen. 
3. B. — 12 — 31 — 23 — 18 —- 5—4315 
— 12 — 23 — 18 — —36 —53 = — 17. 


III. Subtraktion mit entgegengeſetzten Zahlen. 


A. Die Subtraktion wird durch den Satz $ 3,1, 6 ſtets 
auf eine Addition zurücdgeführt. 

1. Beispiel. Von — 11 4 3 fol —19 —8 — 2 
jubtrahiert werden. Man ET zunächit 
re 2), nach jenem Gab in $ 3 

ergiebt jich alsdann 
—11-+3 419 aa — 2. Jetzt ift die Aufgabe zur 
Additionsaufgabe geworden; daher = — 13 + 30 = 17. 

2. Beijpiel. 28 um 12 — 23 — 46 vermindert, 
d.i. + 28 um — 12 — 23 — 46 vermindert, folglich 

+28 — (+12 284 46) 


— BE na 


BAD SE eu und 7 — (-3)=7-43, 
jo geht alſo ſtes — (+) in —, — (—:') in — über. 
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(Vergl, II, B) 3.811—(-5)+ (43) — + 19) 
UT, der Se 
C. Die Subtraftionsaufgaben — 7 oder + 8 
— 2 — 19 haben 
den Sinn (—7)— (— )=— und +8 — (4-19) 
——+8—19. Anftatt alfo —7” — 8 zu jubtrahieren, 
PD EL 10 
kann man —7 und 48 addieren. Folglich: Man nimmt 
—+2 —19 
den Subtrahend (die untere Zahl) entgegengejeßt und addiert. 





IV. Multiplikation mit entgegengejesten Zahlen. 
A. Zwei Faktoren. 


Gleihe Zeichen geben —, verjchiedene Zeichen —; 
z. B. 8) (3 ) oder auch gefchrieben 8.3 —=--24, 
—7.—2=-414; —9. ar 4+1.—1=—1. 

ey —— "BU 
0—8 * 9.8 - EN Se) 
— — 27; (—7) (—2)=(0 —7).(—2). Da nun (— 2) 


nach 83, III, 3 mit (0) und auch mit (7) multipliziert werden 
muß, jo ergiebt ih (0) (— 2) — (7) (— 2) =0 — (14) 
lan — 14. s 


B. Mehr 118 zwei Faktoren. 

Die Anzahl der negativen Faktoren allein bejtimmt das 
Vorzeichen. Iſt die Anzahl derjelben gerade, jo ilt das 
Reſultat pofitiv, bei ungerader Anzahl: negativ. 3.8.(— 3) 
(+2) (—-1) -5)=? Drei negative Faktoren geben —, 
daher — 3.2.1.5 = — 30; oder 2. (-— 6). (+10) 
.(—4).(—5).— 1) =? Vier neg. Faktoren geben +, 
daher = 4 2.6.10.4.5.1 = 2400. 

Bew. Se zwei neg. Faktoren geben —, daher bleibt im 
1. Beijpiel ein Minus, im 2. fein Minus übrig. 
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V. Divifion mit entgegengejesten Zahlen. 

A. Werden nur 2 Zahlen durch einander dividiert, jo 
2 

- gilt dieſelbe Se tier ine lv. AND. DB: +3 — —4, 








= 
a Te 
— D 00— 

B. Es iſt daher — = — =) 


— — 201. Daher kürzer: Enthält der Ausdrud nur mul 
tiplizierende und dividierende HYahlen, jo zählt man die 
Minuszeichen allein ab, und zwar auch daS Zeichen vor 
dem Bruche, wenn es ein Minuszeichen ijt. Ergiebt jich 
hierbei die Anzahl der Minuszeichen gerade oder ungerade, 
jo iſt daS Reſultat pofitiv, bezw. negativ. 

Die lebte Aufgabe hatte 4 Minuszeichen, daher = —. 


—— 


2.Beijp. + WER 10° 3 Minus geben —, daher 





5 


— — —— 3. Beiſp.— nr ? 2 Minus geben, 


daher rt? 
C. Befinden ſich Summen oder Differenzen in den Quo— 
tienten, jo ſind = vorher in eine Zahl zu verwandeln. 
RR ee 
eu engen‘ 
Da jebt 4 Minugzeichen vorhanden jind, das ER 
alfo (nach) B) pofitiv ift, jo Hat man — 4. 
4.5.10 


Rene 


* 

















86. Einleitung in die Buchſtabenrechnung. 


Hinfichtlich der Bedeutung des Buchſtaben als Zahl ſei 
hier auf 8 1, VI zurücdverwiejen. Ein Buchſtabenausdruck 
umfaßt alfo alle jpeziellen Fälle, die in gleicher Weije ent= 
Itanden find, wie diefe letzteren. Als allgemeine Zahlen 
benugt man am häufigsten die Kleinen lateinijchen Buchſtaben 


87. Glied. Koeffizient. AA 


(a, x 3. B.), zuweilen aber auch die großen lateinijchen, 
die Heinen griechifchen Buchjtaben (a = alpha, P — beta, 
y — gamma ıc.). Als befannte Zahlen führt man die erjten 
Buchſtaben des Alphabet3 ein (a, b, e...), al3 unbefannte 
Bahlen die legten (x, y, z, u, v, w). Daß ein Buchjtabe, 
3. B. a, eine befannte Zahl voritellen Fann, auch wenn 
wir den jpeziellen Wert desjelben gegenwärtig noch nicht 
fennen, mag folgende Aufgabe zeigen. Welche Zahl giebt 
mit 3 multipliziert, die Zahl 21? Um diefe Aufgabe zu 
löfen, jet man die unbekannte (zu juchende) Zahl = x; 
folglich iſt 3.x— 21, woraus fi durch Rechnung ="; 
— 7 ergiebt. Die Aufgabe würde allgemein in folgender 
Meile gejtellt werden können. Welche Zahl giebt mit a 
multipliziert, die Zahl b? Setzt man auch hier die 
Unbekannte = x, Jo it ax = b und die Rechnung würde 
x= = ergeben. Folglich jind hier a und b nicht unbekannte, 
ſondern bekannte (gegebene) Zahlen. 

Große Übersicht gewähren oft geftrichene und bezifferte 
Buchitaben; 3.8. a’, a’, aY oder a, 9, As, gelejen: 
„a Strih, a 2 Strich, a 5 Strich, a eins, a zivei, a drei”. 
Dabei hat man fi) z. B. a, und a, als eben jo einfache 
HYeichen wie b und e vorzujtellen, auch find fie dem Werte 
nach eben fo verjchieden wie a und b. Bei A? b’? find die 
großen und Kleinen Buchjtaben zu unterjcheiden. Man lieft 
daher „Groß A Duadrat mal Klein b Strich zur dritten“. 


87. Glied. Korffiienf, 


I. Glieder (Termen) find Zahlenausdrüde, die unter jich 
durch — und — getrennt find. Ein Glied ift entweder 
eine einfache Zahl oder ein durch höhere Rechnungsarten 
als Addition und Subtraftion entjtandener Ausdrud. 


9 
x — 1,-+ * = it daher ein aus 4 Öliedern 


beitehender (ein viergliedriger oder vierteiliger) Ausdruck. 
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Ein eingliedriger Ausdrud wird auch Monom genannt. 
n oder — 3ab? oder — ſind Monomien. Ein mehr— 


gliedriger Ausdruck heißt Polynom, ein zweigliedriger: 
Binom, ein dreigliedriger: Trinom. 

Die Elemente eines Gliedes ordnet man ſo an, daß das 
Spezielle dem Allgemeinen, das Bekannte dem Unbekannten, 
das Einfache dem Zuſammengeſetzten vorausgeht. Die Buch— 
jtaben werden alphabetilch angeordnet. Alſo nicht xa2, 
jondern 2ax, nicht 3x(b--a), fondern 3(a-+-b)x. 

I. In dem Gliede 4x (welches aus x—-x—- xx 
entjtanden ijt), hat man die jpezielle Zahl (4) zu unter- 
Icheiden, welche mit der allgemeinen (x) multipliziert ijt. 
Sene nennt man Koeffizient, diefe Hauptgröße. Von großer 
Wichtigkeit ift e$, in jedem Gliede den Koeffizient von der 
Hauptgröße trennen zu fünnen. Beide hat man richtig 
unterjchieden, wenn fie multipliziert das Glied wiedergeben. 

Sn 6a? ijt 6 der Koeff. a? (d.i. aa) die Hauptgr.; dein 
6.2.2 = Ga? das gegebene Glied. 

— 7xz? — 7 der Sloeff., xz die Hauptgr.; dem 

— 1.x.2 = — 7x2. 
—n? 1 der Ken die 9; denn lo — — n 
(.$ 3, II, 2). 
BarX 


Zr Yu der die 9; dem x — 


(.$ 8; IV, 11). Statt = findet man häufig 
die Form °/;x vor, offenbar ijt aber erſtere 








praftijcher. 
— = — 11/, (oder — 2%/,) der K. a die H.; denn 
— U, a=— —- _ Manche 


ſchreiben — 2°/,a, doch ift — = entjchieden 
vorzuziehen. 
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— a? je der 9, ab dle.H., denn — Is. ab 
SEN RR ab 
a? 4a 





7? Mader K,a? die H. In ift 1%), (oder 


1/5). der R, o. die 9. 


Sa 





a ae der K., — die 9. J 
der K, —— die H. | 
Sn = a, 14/, (oder 42/,) der ®,, - die H.; unpraktiſch 
—1 2 ; 
wäre 4?/, ° Hierzu iſt zu bemerken, daß 4 3, Nicht 
4- oder Abel Dr jondern — bedeutet, da ei 
— —— zů bedeutet, eine 
ſpezielle Zahl neben einer allgemeinen ſteht; — 4 — 
bedeutet nicht 4 12 - oder 4?/,.a, jondern 4: — 


III. J—— der Glieder eines ae 

1) Während der Rechnung ijt es oft von Vorteil, 
zuweilen aber jogar unerläßlich, die Ölieder jtreng lexiko— 
graphiich und die Hauptgrößen nad) regelmäßig ab- oder 
aufjteigenden Botenzen anzuordnen. 

Nicht ae —b oder y- et ſondern a— be 

oder — x+-y-+z; 

niht 8a? + 7a — 6a}, J— entweder Sa? — 6a? 

— 7a, oder Ta — 6a2 - 8a; 

nicht Zab — 2b? — 5a?, ſondern — 5a?—-3ab— 2b?, 

denn aa, ab, bb. 

2) Das Resultat einer Rechnung hat man jtet3 jo zu 
jchreiben, daß man es bequem berechnen kann, wenn die 
Buchſtaben jpezielle Zahlen werden. Daher niht x — — 2a 
—+-3b, fondern gewöhnlich das Poſitive vor, aljox—=3b — 2a. 


30 88. Addition mit Buchſtaben. 

Negative Klammern, Zähler und Nenner vermeidet man 
ben, — man ME mit einem negativen 
5 — Auch 
muß das — N — ſein, mithin nicht 


u 
x=7. oder = fondern x — — ?Jı. 








ss. Advilion mit Buchſtaben. 


I. Sind die zu addierenden Glieder gleichartig, Die 
Hauptgröße alfo in allen Gliedern diejelbe, jo addiert man 
ihre Koeffizienten und multipliziert die erhaltene Summe 
mit der einmaligen Hauptgröße. 3a t 4a=? Die 
Summe — 3 +4 = + 7 mit der Hauptgröße a mul— 
tipliziert, giebt das gejuchte Nefultat 7a. Bew. 3a—t 4a 
aaa) la aan) ara 
—ata-a+ta= 7a. 


2x —5x=?! 2 —5=—3 mult. mitx=—3.x 
— — 3x. Beweid. sHxı— s+xı+-xı+ı+x 
=ı 1—ı ı-_ı x—ı=— ı  x—ıx 


— — x+ı- x) =—3x(.$3, IL 7). 
5ab — 19ab — ab — 5. ab —19.ab —1.ab = 


15 —19 —1= — 15 mit ab mul. = — 15ab. 
7 3 1 La k 
a 
1 1 
— 12), = — /, mult. mit der Hauptgr. <= — ı Z 
RN IE 
7 4x > 
FERN ya a — 
a ‚ml. Js - a? — 





I. Sind die Ölieder en jo können fie nicht 
in ein Glied zufammengezogen werden. Die Summe von 
a und bit — a — b; die Summe von a und — b 
— a — (-b)=a—b(j.$5, I, B) Die Glieder 
werden alfo auch hier, wie bei den entgegengejesten Bahlen 
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(ſ. 8 5, II, A) einfach neben einander geſchrieben. — 2a 
— 7b um — c — dà vermehrt — — 2a +7 —c—d. 
Auch 3a? — 2a kann nicht in ein Glied zuſammengezogen 
werden, denn 2 a — a? — a —öa — aa — a4 
— aa — a — a iſt weder 522 noch 5a ac. 


III. Die Summe vereinfacht ſich jedoch, wenn einige 
der Glieder gleichartig find. 5a — 11b — 8a — 19b 


ar 1b 19 gay 
= 8b — 3a. 
Aufgabe. A bejigt = 147: befommt von B 
€ 3 5 AR 
— 2x +7 — rl von C * — — YA Wieviel hat 


nun A? Auflöfung. Zunächſt jchreibt man nad) II als 
formelles Nefultat: 
y 3 zZ 9x 3y 
TE le 
— er Hier können nur das 1., 4. umd 7. Ölied (mit der 
Hauptgröße x), dann da3 2., 5. und 8. Glied (mit y) und 
das 3. und 6. Glied (mit z) addiert werden. Das lebte 


Glied Hat die Hauptgr. 2; dasjelbe muß daher einfach 
der Summe der übrigen Glieder Hinzugefügt werden. 











Für x find die Koeff.z — 2 +, - Tun, 
folglich — 
ve, 2% io — = — "ao + a — Mi 
li 
ae A A — > 19/8, Daher mn. 
Die gejuhte Summe ijt mithin ze — 


32 89. Subtraftion mit Buchftaben. 


IV. Zuweilen ftehen die zu addierenden Glieder ımter 
einander: 


a b 13 c 3n 
en, — 


—64 b 1IEC 61 3n 
TE 
denn für a war zu addieren: — 8 — — 31, 
3 812 —3 
— 1 fire pay ehe 
H 1 1.b DIN ac 10 
— 1), Adader. 1, bh — a ae ale 
40 — 12 — 39 PER, 5 
—63—2 ; 
4 = TEE — — fo; das lehte Glied hat die 


Hauptgröße n, die von den übrigen verjchieden ift. 


8 9. Subkrakkion mit Buchſtaben. 


I. Die Subtraftion muß ſtets durch das Subtraktions— 
zeichen angezeigt jein. Soll 5a — 9b um 11a — 13b 
vermindert werden, jo ift daher 5a— 9b — (11a— 13b) 
‚zu jchreiben, wo dad Minuszeichen vor der Klammer das 
Subtraftionszeichen ift und nicht etwa Vorzeichen zu 11a; 
denn die Aufgabe iſt vollftändig: „Von 5a — 9b ſoll 
— 11a — 13b ſubtrahiert werden“ und folglich hat man 
fih + 5a — 9b — (+ 11a — 13b) zu denfen. Die 
Subtraftion verwandelt man jtet3 in eine Addition, indent 
man die Klammer nad 8 3, I, 6 auflöft. Vorſtehende 
Aufgabe iſt daher zu rechnen : 

+ 5a — 9b— (4- 11a — 13b) | 
—=+52—9 —11a-13b und nad S8—=4b— 6a. 
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RL 5a 7 i 8 
BunBeiip rel on jet" um. 20 
x 9 I 

— — zu bermindern. 
5a 7 8 9c 
Auflö Kö) AU RR RR, —— ah 
Auflöjung 5 —— | 22-5, 2) 
5a 7 IC 


ee 
— — = — denn füra ift /32, 
für > — 1", — 8%; und fire: — 149, 
zu addieren. 
3. Beifpiel. Yon a—1 foll +15 +2%/,) 
jubtrahiert werden. 
Auflöfung a—1— J —— F-+.Y)l 
Am beiten löſt man gewöhnlich zuerjt die innere Klammer 
auf. Daher = a —1 — 2 + 1, — — — 23), 


6 
at +5 — 17; +7 + 2! = 27a — Un 
II. Stehen Minuend und Subtrahend unter einander, 
jo denkt man jich die Glieder des Subtrahend (des unteren 
Ausdrucks) entgegengejeßt und addiert. 3. B. 
3a — 14b— c — = ſubt 
Dafür gedacht: 
33a — 14b — game A 
BL ER N Yan 
—=7a- 9b—8c+8d—.d. 
Denn der Sinn der Aufgabe ift: 3a — 14b — c- 8d 
um — 4a — 23b--7c-+-d? zu vermindern —=3a — 14b 
—c+8d —(—4a —23b +7ce + d)=3a —14b 
— c-+8d- 42-4 23b — 7c — d?, welche Glieder 
zu addieren Jind. 
Schurig, Algebra. 8 


34 8 10. Multiplifation eines Monoms mit einem Monom. 


Alultiplikation, Divifion und Potenzieren mit Monomien. 


810. Mulfiplikafion eines Monoms mil einem 











Monom. 

Il. Zac —5ab =? Zuerſt berechnet man ſtets das 
Zeichen, hier —  — —— (f. 85). Daher — 3ac.5ab. 
Dies it nun — 3.a.0c.5.a.b = — 3.5.a.a.b.c 
= — 15a?be. 

a ac b — 
II. ES ern und —— — (ſiehe S3, IV, 9: 
— 7ab-——? Zunächſt — - — — —, daher 
2 2an.2 DU SSHD 14a I 
-- J — 9.b — hier hebt ſich 
b nad) $3, IV, 12 und 5. 
IHxX 15x 21a 
ala rn = —, DOBEL see 
In an 2len 45x 
14.2 IND 
19.6.2 197273 358 
DI a El — 9 — 3 — 
arc GH NL 5a 
or ER EEE, 


ar 6be.4dab 8be 
$ 11. Diviſton eines Monoms duch ein Monom. 


I. ,3:Db =. Das Nejultat jchreibt man mit dem 
Bruchſtrich, da diefer den Quotient al3 einen Wert hinitellt 
are NE ee 


3b — 
15a 15.4 h 
301alC —— ? Wird 





15a : — 30ac = 
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hier (nah $ 3, IV, 12 und 15) gekürzt, jo erhält man 
ler daher = — 














2c 
J 5 (fiehe 8 3, 1V:,18),0 8.0. & 
— 10x 
u 
U 2 U AS 
ED. 2 
a ale: 
: 20 
IM 2:c=% (831,18). 8.8 °:5 
ES ee SL EN 3 
Te a 
b c OR, x 
VW. a: —=a:2 (.$83, I, 21) ,87:— 2 
Be ———— a m a u FE 
3 are arte DR TEe ET 
102.4 
10a:1!, =10a:,=108.t, = — 8a; 
Br. —ap 4 
an BE ON Frege 


V. Da man den reziprofen Wert einer Zahl erhält, wenn 
man 1 durch den urjprünglichen dividiert (ſ. 8 3, IV, 20), 





jo ift die Reziprofe von — à — 1: — a = — —; don 

2=1: 2=17 — Zi; der rez. Wert von a—b=1 
BAU NLA: ML 2—n 

OT area Hl era, 


812. Pofengeihnung mit Wonomien. 


I. 1) Hinfichtli der Entjtehung, des Leſens und 
Schreibens der Potenz jei hier auf $2,V und 83, V zurüd- 
verwieſen. Es iſt aljo 

— In 


>= 
1) &-)(&-1)- — (a—b? = (a—b) @—b); 
n.n=n? xx, 
n_n!: 


3* 


36 812. Potenzrechnung mit Monomien. 


Während der Rechnung denkt man fich mithin jede Zahl 
als 1. Potenz derjelben, als Reſultat jedoch wird man nicht 
die 1. Potenz jchreiben, fondern nur die Zahl ſelbſt. 
3.8. x — (aà — py—a — b; 3 5 —4a)!-9-+a 
— 3 —-(5—4)4-9+2=3—5+42-+9-a 
ln ERDE 

2) 5 um 3?vermeft—=5 +3°’—= 
5 —+- 3 quadriert = (5 4 3)? = 8? —= 8.8 — 64. 

3) 2 .muit 1.07 multinlistert 02.1102 — 2 10m) 
2007 nagegen:231012 = (2410),(2 10) >= 24102210 
— 400. Ebenſo bedeutet ab? = abb. Soll dagegen ab 
auf die 2. Potenz (auf das Quadrat) erhoben werden, jo 
it (ab)? = ab.ab = a?b? zu Schreiben. Der Exrponent 
bezieht fich aljo nur auf die Baſis, mit welcher er unmittelbar 
verbunden tft, ja jogar nicht auf das Vorzeichen. Soll — 9? 
berechnet werden, jo erhält man — 9.9 = — 81; foll 
Dagegen — 9 auf Das Duadrat erhoben werden, jo hat man 
(— 9)? zu ſchreiben = (— 9). (— 9) — --81. 


4) 5° durch 4 dividiert — — mit dem Sinn 2/,; 


Dagegen 9, ananziert = PH — I Sa — I: 
SI LO DE Ientit 7. eullen— 10 000000102 1 
mit 13 Nullen. 


A. Gleiche und pofitive Baſen. 

mas as ala aa 
— a”Tt3, Um Botenzen mit gleicher Baſis zu multiplizieren, 
addiert man ihre Exrponenten. Beijpiele. 8*.82.8 
— 84.82. gl (. I, I — 844241 — 87; 23.26.a 
— 28-649 — 38; (x—n) x —n)!=(x—n)! (x—.n)! 
— (x —— n)it4 — — (x — n)?; x3n—-2 y , y-7n+5 
— „3n—2+1—7n+5 — y4-4n 

III. Umgekehrt it at" = a.a”. Die einzelnen 
Glieder des Exponent der gegebenen Potenz werden aljo 
Exponenten der einzelnen Faktoren. .8.10°T7—103.10* 
— 1000.10* (bedeutet nicht etwa 10 000* — fiehe I, 3); 
RE Be 
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IV ana el anoner 2 — ar Um Wotenzen 

& 
mit gleicher Bafis durch einander zu dividieren, vermindert 
man den Exrponent des Dividend um den Exrponent des 
Divifor. Bem. Q, ar x Derar al Er Maren 
— at —=Düd.! Beijpiele. - ar a2 (Derelle 


geübte denkt jich dies auch 1 


sa 3a 8 a\4-9 8a\—5 
— 6—5 — 1 RER I — a 
ag) ul ie ey 6 6 


— 
Sun 


2932244 





— 


— 
an—3 , A8-4n an—3-+8—4n 
a6n-l,a2—-5n" qga6n—1-2—5n (. 1) 


— (6n—1--2—5n) — 


Vergleicht man dieſen Ausdruck mit dem gegebenen, ſo ergiebt 
ſich folgende praktiſche Regel: Sind Potenzen mit gleichen 
Baſen zu multiplizieren und zu dividieren, ſo ſetzt man eine 
einzige Potenz, deren Exponent aus den unveränderten 
Exponenten des Zählers und den entgegengeſetzten Exponenten 
des Nenners beſteht. Z. B 


2n—5 Sn 
x > — x2n—5-+3-n—1—n-+4-5-+6n — y6n—4 


ee ih 
V. Anwendung des vorigen Satzes. Da man im Nejultat 


in der Regel negative Erponenten vermeidet, jo kürzt man 
Potenzen enthaltende Brüche jtets a u Potenz, welche 

















den niedrigiten Erponent hat. 8. durch a? gekürzt 
ba: b? 
2 3 5 2 
ar un dann noch durch b gefürzt — ae 
a? 
(Mechaniſch: — oben und unten aa, ferner b 
; 5bb DR Be 
geſtrichen — ); IOn?z? 6x 
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Vale - oder at : a" (Umfehrung des Satzes IV). 


Der pofitive Exrponent wird Exrponent im Zähler, der negative 
Erponent dagegen pofitiver Exponent im Nenner. 3.8. 5°* 





RR DEREN RL RRLON RER 
TE TE 5 
VI. @2=1. Bew. Ni he ir 

1 
—=1; der (— 8) (-T )⸗ * = —=-1. 


Sede beliebige (pofitive oder negative) Zahl niebt aljo in 
der Of Potenz —1. 8.8. 8—3 (a — b— ec)’ =8—3.1 


x2—3n 
3 x4n—5,x7—7n 


— x0 = 1; das Refultat fonnte hier nicht x gejchrieben 
werden, denn dies bedeutet befanntlich nicht x, jondern xt. 

Acad 
he aerhen 
gejeßtem Exponent aus dem Bähler in den Nenner und 
umgefehrt aus dem Nenner in den Zähler gejeßt werden. 


BRCHN ACER rCed 
Beweis. mit co dr erweitert = — — 
b OJbs Bensedaseon 


aczuuds ac’d“ ae, ad“ i 
tn a ae ee 
dieſes Sabes bejeitigt man negative Exrponenten, die man 

2 3 
vorzüglich im Nejultat vermeidet. 3.8. — — == = 
1 1 
— 1, = 1"); 5 = 15 gedacht — 


— 2„?—-3n—4n+5—-7+47n 








Sede Potenz kann mit entgegen= 























1 
J— 1 1 
bear SE TEN OT Eye Sn3bejondere 
5 AA 1 kt 1 
ll —— — u — — 
er ar: a" 92 de 


— — Le ed 
a 94 y1 nor 
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Um 2a — Z — 4 ftreng nach abjteigenden Potenzen 
bon a anzuordnen, denfe man fi 2a! — 3a! 4a; 
geordnet (1,0,—1): 2a! 4a°—3 a-!, daher 2244. 

IN (aa He TAT 4.8 offgemein; 
(a — a", Eine Potenz potenziert man, indem man die 
Erponenten "multipliziert. 8.8. (a9)? = a5-: — alt 
(nicht zu verwechleln mit 3°. a? — a). ((x79) =) 72 
— x 6) U) 9) — x? — Zu } GO). — 102 .3 
U eye EN A 
— 20T ge 77000000 

Bufaß. 1000*= (103%)*= 102, d.t. 1 mit 12 Nullen; 
daher au) 10000? = 1 mit (4 Nullen x 2) = 1 mit 
8 Nullen. 

Anmerkung. Die Rechnung mit Potenzen erniedrigt 
fich hinsichtlich der Exrponenten um eine Spezies. 

Man beachte: 

Multiplikation a?.at — at! Addition. 
Divifion ad: a? = as—2 Subtraftion. 
Votenzieren (at)? — at - ? Multiplifation. 
8 12 

(Später) Radizieren Y al? = a® | 2Divifion. 

Z. Umgelehrt: at — (a)! = (a. 8.8. 10% 
zen (7°)% 49” 
— AND 4n. Pate le N er 5 
— (109° = 100009; 9 = =: 
a 101902190 1980 19m17 208 





B. Gleiche und negative Bafen. 


SL (a 1; — = — a; (— a) 
= (—a) (—-a) =-+ a}; (— a)? = (—a) (—a) (—a) 
— — a; le — a; (4)4 — P aat, 
(— 1) = +1; (-1)2 = — 1; denn eine gerade 


Anzahl negativer Faktoren giebt, eine ungerade Anzahl — 
(jiehe 85, IV, B). 
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Anmerkung. Ganze Zahlen bezeichnet man gewöhnlich 
mitn, m, k, h, r (mit einem der mittleren Buchjtaben des 
Alphabets). Sit daher 


n eine der Zahlen 0,01,72,58, 4, vo, HD 
DE On 2 Br Lee 
gi. 183% 


Solglich bedeutet 2n eine gerade Zahl, 2n + 1 nen 
2n — 1) eine ungerade Zahl. Nun läßt fi) auch das 
Beichen der Potenz einer negativen Zahl allgemein wieder- 
geben. Es it (A)? — Pan, (-A)"Pri—=—atl 


Beifpiele 5 (— 2) (— 6)? = +5 (-- 2%) (—6°) 
— —5.22.9— —5.16.216 = — 17280; —7 
I) Li 
+ 53.4— —7 —2.9--125.4—= — 7 —18-4-500 

1 1 
Ab ot Sg Se 


— op — — — — — — —J— Daher iſt 
(— a)? für ein geradesn — —- (a7), für ein ungeradesn 
— — (a7). In (— a98 und (— a”)? bezieht fich 4, bezw. 7, 
nicht auf das Vorzeichen (f. I, 3), daher = — a?”, bezw. — a! 


t. Verſchiedene Baſen. 
allgemein: at b" = (ab). lm Potenzen mit gleichen 
Erponenten zu multiplizieren, potenziert man das Produkt 
ihrer Bajen mit dem für jede Potenz gegebenen Exrponent. 
BED HAI (BA 20, — 20 90 ir 
a°.n?d.x’—= (anx)?; ER (11/)®. (22/7) (%ı- Ye. * 


— 938; — =) (- 72) ee Su (- 0 


BE ATRer Dre zu: 
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XII. Umgekehrt: (ab)? = a" bh". Um ein Produkt zu 
potenzieren, potenziert man jeden einzelnen Faktor mit dem 
gegebenen Cropiten ES Dalax)ı — 9, A 
C2abie 2 PDabüc 7 — — 29, abe: 

(3 — nn 290002= (29. 1004 294.103 4, 
folglich berechnet man 29% = 707 281 und hHängt3.4—=12 
Nullen an. 


4 4 a\n 

XIV. — (%) ; allgemein: . = 7) masabe 
— (a: by). Um 2 Botenzen mit gleichen Exrponenten zu 
dividieren, Dividiert man die Bajen und potenziert den 
Quotient mit dem für jede Potenz gegebenen Exrponent. 

a\t a a 4 
Bew. a. (2) x Du = (= (}-0) 
— 18\3 | 
=t=-D.38.7- es) — 23 — 8; (48a? b3)i 
:(— 1669) — (48a? b? : — 166?) = (— 3a? bh)! 

— -4 (3a? b)* = 81a8 bt. 

XV. Umgefehrt — = = Einen Bruch potenziert 
man, indem man den Zähler und Nenner, überhaupt jede 
multiplizierende und dividierende Zahl potenziert; En 

EEE SO EEE S1at 6 N 
(5) — bei Suhl Bode In 

18 
— 3; Ya? = — Yu? — räume mer wi 
aa \ Se BAT WE ARE — 
(5) are Fr) BR NE 
Gemifchte Zahlen richtet man ein; 5. B. (8%/,)? = (*?/5)? 
— > — Bell... — — 14.44; aljo nicht (3 - wire, 092 


+ 3 — 9 + 5 = N 25. 


42 813. Multiplifatton eines Polynoms mit einem Monom. 
1. Zuſatz. Nimmt man die Bafis reziprof, jo wird der 
Exvonent ent bt. al — 6)* d 
xponent entgegengefet JJ 
an bn 
- 3-2 -(2). 38. ν 
a (HE 42 6A;/(al Ja a 
— (= "ons: 


2. Zuſatz. = = del) = = Man kann 
die — alſo nur Rn gleichen Exponenten fürzen; faljch 
12n 3n 


40 
wäre daher — 153 — oder — — 7** 
14° A 
3, Bula BO = PerHRr — 7109)’ folglich 


berechnet man 14° = 537824 und ſetzt dieſe Zahl 
(wegen der gegebenen 3 Dezimalen) in die 3.5% 
d. 1. 15. Dezimaljtelle. 





2 
2 


2 
XVI Aufiteigende Potenzen. 89° berechnet man 

4 

2 16 
von oben nad unten, daher 89? —= 89? — 891% 
— 5028832... (Zahl von 7985 Stellen). Alfo nicht zu 
permerhielmirtt: (892) 2)2)2 02,892 22.721.737 — 78925 
— 1549673.... (Zahl von 32 Stellen). 


8 13. MWulfiplikafion eines Polynoms mif einem 
Monom. 


Nach 83, DI, 3 iſt jedes einzelne Glied des Polynom 
mit dem Monom zu multiplizieren. 

Beiſpiele. 2a (34 — 7b — 60) — 2a.5a — 2a 
.7b—2a.6c = 10a? — 14ab — 12ac; 3x — 46 
— 6x) =? Zu 3x fol das — Afadhe von 5 — 6x 
addiert werden (oder: von 3x ilt das Afache von 5 — 6x 
zu jubtrahieren), folglich it — 4 mit5 und — 4 mit — 6x 


[2] 


$ 14. Ausheben (de3 gemeinfamen Faktors). 45 


zu multiplizieren = 3x — 20 + 24x = 27x — 20; 





34 2 5a 5a 34 2 
CR ne ae I) 
DAN, Denn ca TEEN 
era: Orr eg Aa 

a? 15a 5a 3a 
el er 
Du 1922 5a 32 
el Sol rege 

Di: 5 5a 4a 5a 
ro Dr re eu 
-,-7 - u Ba - WerßR— V 


— [4 (x — 1/1? (1. 812, 1) = (4x —1)%. 

a — b — e — d). N)=—a+b+te—d. 
Multipliziert man alſo ein Polynom mit — 1, ſo ver— 
wandeln ſich alle Zeichen in die entgegengeſetzten. 


8 14. Ausheben (des gemeinſamen Jaktors). 


Dieſe Operation, die auch „Herausſtellen, Abſondern, 
Zerlegen in Faktoren, Ausklammern“ genannt wird, lernten 
wir ſchon in 83, III, 4 fennen. Um in dx — ex — fx 
den gemeinfamen Faktorx auszuheben, läßt man ihn zunächit 
weg, feßt dann den zurüchleibenden Ausdruck d — e— k in 
Klammer umd multipliziert dieje alsdann mit jenem Faktor x; 
daher = (d—e—+ fx 
. a —3ab=? Sn folden Fällen hat man fi 1 ala 
Faktor zu denfen = 1.a — 3ab=a(l — 3b). 

— 6ax — Ibx — 15cex =? Ft nad) einem Minus- 
zeichen der gemeinfame Faktor auszuheben, jo bilde man 
zuvor nach dieſem Zeichen eine Klammer (f. 83, II, 7); 
daher — — (bax + 9bx — 15ex) = — 3x(2a 4 3b 
+5)=—-3(a+3b- 50x 


44 814. Ausheben (des gemeinfamen Faktors). 


Das Ausheben vereinfacht die Rechnung; denn 49. 58 
— 49.48 — 49 (58 — 48) = 49.10. 

Noch einige Beilpiele: (a —b)x — (ba — 9b)x=? 
Läßt man x weg, fo bleibt a — b — (5a — 9b) zurüd, 
folglich = [a — b — (5a—9b)]x—= (a—b—5a--9b)x 
= (86b — 49)) x — 4(26b — a2) x; 


os: — ro — Ha Ja — Yır : %s, daher — 








Yıa (/ı — 3/5) — — — gen; 
Tab 9be b 7a DENE 
12 FIONA ANA 
DAT, 9c 
a em ag) 
5 AN a AERO a 1 
2 Br r-r2=6-% x’ 


78a — 5b) — (8a — 5b)? 2a — 3b) 
— (8a — 5b)?.7 a — 5b) — (Sa — 5b) 
(223 — 3b) =? Läßt man den gemeinfamen Faktor 
(3a — 5b)? weg, fo bleibt 7 (3a — 5b) — (2a —- 3b) 
zurüd, folglich 

[7 8a—5b) — (2a—-3b)] (8a —5b)>=(21a—35b 
— 2a—3b) (3a— 5b)? = (19a —38b) (3a — 5b)’ 
— 19 (a — 2b) (3a — 5b)°. 

6(5a — 4n) — 15a? 4 12an = 6(5a — An) 
— 3a (5a— 4n) = (6 — 3a) Ga — An) =3(2 —a) 
(52 — 4n); (7a —4b) G s 8b) — 4(32 — b) 
(7’a—4b)=[5a-+8b—4(3a-+b)) (7a— 4b) 
— (—7a-+-4b) (7a— 4b), auf den 1. Faktor 83, II, 7 
angewandt = — (7a—4b) (7a— 4b) = — (7a— 4b)? 

35a? — 63ab — 30ab + 54b? =? Man hebe 
in den eriten ©liedern 7a, in den beiden lebten 6b 
aus, folglid — 7a (ba — 9b) — 6b (5a — 9b) 
—= (7a —6b) (ba — 9b). 

(15 — 10x)? = [5(8 — 2x)]? = 5?.(8 — 2x)? 
(fiee $12, XIIi) = 25 (3 — 2x). 





8 16. Vereinfachen der Brüche durch Erweitern. 45 
8 15. BDereinfarhen der Brüche durch Erweikern. 


J. 7 =? Um derartige „Doppelbrüche” 
+ 
15 
zu vereinfachen, multipliziert man den Hauptzähler und 
Hauptnenner mit dem Heinjten gemeinjamen Vielfachen der in 
denjelben enthaltenen Spezialnenner. Hier tft daher mitdem 
Heinjten gemeinfamen Bielfachen von 6, A und 15, d. i. mit 60 zu 


7a 
erweitern. Man erhält Ne __ 300 — 70a 
| 11 — 
(1, +55); 60 En 
BU Dan 9), „2 I Bann, | 
sat at nam mit 24ab erweitert 
8b 12 a 
Be 5.24ab RE AR 
RETTEN NN) 
(5 — ne) - 24ab 


N. Dur Erweitern mit — 1 verwandelt man die 


lieder des Bruches in die entgegengejebten. ze mit 











— 1 erweitert — Am — (Sa — 4b) 5 
5 —7a Dune 

— (8a — 4b)- an 4 Qa—b) 52H 
4(2a—b) 6 — 7a) , 5 4(5 —7a 

7 re ue (ehe $ 3, v, 11) =, 


rehe-8.3,, IV, 12) 


46 816. Multiplikation eine Polynoms mit einem Polynom. 


S 16. Wulkiplikafion eines Polynomz mit einem 
Polynom. 


Set man nm(e+-d)=me-—- md an die Stelle 
bon m da8 Binom a — b, fo entjteht: (a — b) (ce +d) 
= (a - b) e — (a — b) d — ace —be —ad — bi. 
Um alſo einen mehrgliedrigen Ausdruck mit einem mehr— 
gliedrigen zu multiplizieren, hat man jedes Glied des einen 
Faktor mit jedem Gliede des andern zu multiplizieren, 
bier ce mit aà und b, d mit a und b. 


Beiſpiele: 414 — (ba — 6b) Ba—t5) — A 
.(4) (a 7b) =? Da das ganze erſte Produkt 
(die beiden erſten Klammern) von 41a jubtrahiert werden 
ſoll, jo Hat man dasjelbe auch noch nach der ausgeführten 
Multiplikation in Klammer zu jeßen; ferner enthält die 
Aufgabe noch ein Produkt von 3 Faktoren, bei dem man 
am beiten die zuſammengeſetzten zuerjt multipliziert und 
einjchließt, um das Produft alsdann noch) mit — 4 zu 
multiplizieren. Daher 
— 41a— (15a°—18ab-+25a—30b)—4(ab + 4a—7b’—28b) 
= 41a—15a?-+18ab— 25a+30b —4ab— 16a 28b?—112b 
= — 15a? —14ab -+ 28b? — 82b. 





5Ba-t6b 
Ba — 4b 


—? Man denke jich hier die Multiplikation 


2, Beiipiel (ba — Ab) [3% u 
19D 114 
mine lsnat 


eines Monom3 (die 1. Klammer) mit einem Trinom (in 
der 2. Klammer), jo daß alfo (5a — 4b) zuerjt mit 3Y/,, 
dann mit dem 1. zufammengejebten Bruch und jchlieglich 
mit dem leßten Bruch multipliziert wird. Damit diejer 
legte gleichfall3 den Nenner 5a — 4b erhält, erweitert 
man denjelben mit — 1. Daher 


Ä ba 6b 11a — 19b 
N ne | 


817. (a+b) a—b) = a? — be. 47 


— 13], (5a— 4b) — 6a — a0). 5 
11a — 19b na 

— -7T an rn, 

bier fam S3, IV, in Anwendung, wobei zu berücjichtigen 

ilt, daß der Bruchſtrich den Zähler als Klammer einjchliegt. 


6 
Das Reſultat ijt nun = —* — 13b — 52 — 6b — 11a 





— (52 — 4b) 


ae 
-- 19b = 7 


3. Beifpiel. Der Überficht wegen ftellt man zuweilen 
die Bartialprodufte unter einander; 3.8. 


(5a — 7b + Se) 6a-+9b — 2e) 
30a? — 42ab + 18ac 
—-45ab — 63b? + 27be 
— 10ace + 14be — 6e? 
—30a?-+ 3ab — 8ac — 63b? — 41be — 62. 


8 17. (a-+-b) (a —b) = a? — 
I. Das Produkt aus der Summe zweier Zahlen und 
ihrer Differenz iſt gleich der Differenz ihrer Quadrate. 
Bew. (ab) a —b)=a?+ab—ab—b?= a?—d?. 


Beilpiele: (32 -- u (3. — *2) (3:8)2 


Br ga — 92? — 2; 83.77 (8043) (80—3) 


X 
802 Ba) 689 
Ga + 22) = (9)? — 22)? — !ı — a8? 

U. Umgekehrt ift a — b? = (a-+b) (a— b). Um alſo 
eine Differenz in das Produft zweier binomen Faktoren 
zu verwandeln, ftellt man zunächit die beiden Zahlen als 
Duadrate dar. Addiert man alsdann die Bajen diejer 
Quadrate, jo erhält man den einen Faktor, jubtrahiert man 





48 818. Das Quadrat eines Binoms. 


fie: den andern. 3.8. x — 1 = (x?)? — 1°; die Balen 
find x? 2 1, pic = ® +1) @® — 1); 
2 
— 
II. ie Produkte. 
(a? — ab — b2) (a — b) — as — b8; 
(— ab) (atp)=ar- 5; 

(a? -- a?b — ab? --b°) (a — b) = a! — bi; 

(a? — a?b — ab? — b?) (ab) = a! — bt. 
Der Beweis durch die ausgeführte Multiplikation. 
Allgemein: Das Produkt aus einem Polynom und 

einem Binom giebt ein zweigliedriges Produkt, wenn jedes 
Glied des Polynoms, durch das folgende dipidiert, immer 
denjelben Quotient giebt, das 1. Ölied des binomen Faktor 
aber durch da3 2. Dividiert den entgegengejegten Quotient. 
Das 1. der beiden Glieder des Produkts ift alddann das 
Produkt aus dem 1. Öliede des Polynoms und dem 1. Öliede 
des Binoms, das 2. Glied des Produkts aber das Produkt 
aus dem lebten Öliede des Polynoms und dem legten Gliede 
des Binoms. 3. B. 


3a? a b 2b?) 

een len +5) 
BR EN 
Quotienten: —— pn ana ao 


a? 2 2b 4b 3a? st 
RUE LIED NN EDUN SA EN 
folglich — app | | 52) Bar oh oda: 





818. Das Ruadral eines Binoms. 
I. (a -b) — (a — b) (a -b) — aꝰ ab ab 
— b* ober ab”? = aꝰ 2ab 4 d?. 
Das Duadrat eines zweiteiligen Ausdruds befteht aljo 


aus 3 Teilen: 1) Das Duadrat des 1. Teils; 2) das 
Doppelte Broduft aus beiden Teilen; 3) das Quadrat des 


818. Das Quadrat eines Binoms. 49 


2. Teild. Set man b = — c, jo geht die legte Gleichung 
über in: [a + eo)? =a?—+ 2a (— ec) + (—e)?D.i. 
(a — 0)? =a? — 2ac- ec? 

Da3 1. und das 3. Glied ift aljo in beiden Ausdrüden 
pojitiv, daS 2. pojitiv oder negativ, jenachdem die Zeichen 
der beiden Glieder gleich oder verjchieden jind. 

Beilpiele. (7a+6b)’=(7a)’+2.72.6b-- (6b)? 
== 49a? 84ab 4 36b?; 

DIR 9 \2 5x \? BUT 9 VJe 

euere) 

DR 3 81 
so ar Warocr 
(11a—-3b--4c) (11a+3b— 4e)—= [11a— (3b—4e)] 
[11a -+ (3b — 4e)] = (11a)? — (3b — 4e)? ([.817,D 
— 1212? — (9b? — 24be + 16c?) = 121a? — 9b? 
rien Inc ne 

997? = (1000 — 3)? = 1000000 — 6000 9. 

II. Um zu beftimmen, ob ein dreigliedriger Ausdrud ein 
vollitändiges Quadrat eines ziweigliedrigen ift, ordne man 
denjelben und jtelle dann das 1. und 3. Glied al3 Quadrate 
dar. Sit das Doppelte Produkt der beiden Bajen dieſer 
Duadrate = dem Mittelgliede des Trinoms, jo iſt das 


Trinom dad Duadrat der Summe oder Differenz der Bajen, 
jenachdem das 2. Glied des Trinoms poſitiv oder negativ 


ift. (Solgt aus 1) 8.8. 250° + — 15a? — 


24 Nun iſt 


Geordnet (a$, a2, — IE N — = 





2 
Bas = (a9 — ) und da 2.52°. 1583, 


’4a2 28 
das 2. Glied des Trinoms (— 15a?) aber negativ ift, jo 
it der gegebene Ausdruck — (3 as — 32)" 


Shurig, Algebra. 4 


50 819. Das Duadrat des Polynoms. & 20. Der Kubus eines Binoms. 


819. Das Buadraf des Polynoms. 


@+b+c+ 9: [at b)-+(c-1-@]%, folglich 
nah 818 —=(a+ b)?-2.a+b) (ce+M)-- (eg)? 
= a?—+b-+ e? d? — 2ab- 2ac 4 2ad 
— 2be — 2bd — 2ed. Das Quadrat eines biel- 
gliedrigen Ausdruds beiteht alſo aus den Duadraten jämt- 
licher Glieder (die jtet3 pofitiv fein müfjen) und aus den 
doppelten Broduften von je 2 Gliedern. 3.8. (3a — 4a? 
— 53°)? —=? Man denke fi: 

[3a + (— 429) + (— 529)? = (88)?4 (— 429) 
+ (— 539)? —-2.3a.(— 4a?) +2.3a.(— 5a?) 
— 2 (— 4a?) (— 5a?) = 9a? — 16a* —+ 253° 
— 482° — 30a* — 40a? = 9a? — 48a? — 14a! 
— 4025 - 252%. 


8 20. Der Rubus eines Binoms. 

(a - b)? = (a+b)? (a-+b)! = (aꝰ 2ab — 62) 
.(a — b). Die Multiplikation giebt 

(ab)? = a?—+3a?b--3ab?--b}; 

und mit — — c: (a — ce)’ = a? — 3a?c+3ac?— c®. 

Die Potenzen de8 1. Teild a nehmen aljo regelmäßig 

ab: a°, a?, al, a®, die von b regelmäßig zu und die 

Koeffizienten, die man bei jeder Potenz Binomial— 

foeffizienten nennt, find die ſymmetriſchen 1, 3, 3, 1. 


— — 





JJ 262% Allg on: 10 
a a Ba RT, 36.a 6a? 
64 125 a® 250°. 64 





a3 216 el "nr 
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8 21. Die höheren Pokenzen eines Binoms. 


@-+b*=(a-b)’(a-+b) 
—(a-+ 3ab 4 3ab®? + bW)l(a-+b) 
1.224 3.a°b + 3.2?b? + 1.ab? 

+ 1.a°b — 3.2?2b? + 3.ab? —+1.bt 
—1.2°+(14-3).2°b-+(3-+3)a?b?—+(3-++1)ab?—+1.bt. 
— as Aadb + 6a?b? 4 Aab? - bi. 

Aus den Binomialkoeffizienten einer Potenz entjtehen 
alfo diejenigen der nächſthöheren Botenz durch Addition 
von je 2 neben einander jtehenden Koeffizienten, wenn man 
fi) 0 vor= und nachgejeßt denkt. 3.8. 


3Botenze 0 LI Ta Red 


— — — — — 


ameBptenz. (517 4276, 4, 71. 
So — man folgende Tafel (das Dreieck von Pascal): 


(a-b)o —=1. 
a! aueh 
1 " RER: (a+b)’=1.2?42.ab-1.b2. 
es u. m. 


1.464 1 
IEnEL02, 07551 

126215 20215761 

10. 7621,35,85 2172 eu). 

Da die Potenzen von a regelmäßig ab=, die von b regel- 
mäßig zunehmen, die Glieder bei einer Summe alle pofitiv 
jein müfjen, bei einer Differenz aber regelmäßig abwechjeln, 
jo kann man 3.8. (a — b)’ leicht in folgender Weije heritellen: 


Pure a ai 4, 
\ I 
ET. 21 35 35 21 J 
—— a3 * 


a 
b b° b? b* b° Hash 
(a-b)'=a’-7 a®b+21a’b’-35a'b’+35a°b'—-21a’b’+7ab’—b”. 


4* 


52 822. Zeichen d. Bafis e, Potenz. 823. Div. e. Polynoms d. e. Monom, 
1. Zuſatz. Aus (a —-b’—=ad—5atb—... 
ab — as + 6a... 
at+-b"=a-47ab-+.. 
2c. ergiebt jtch (a — ba — an ar naa-i1p +. 
und fra—=1: (1-bP?=1 —ınb 
2. Zujab. Der echte Bruch (der Kleiner als 1 und 
größer al3 0) mit dem Exrponent co potenziert, muß — 0 
werden. Denn z. B. iſt u durch 98 gefürzt — (Fr; 
1 
nr sen = „ (fiehe een 1. Zuſatz). 
1 
ae — Io iii Be Sn 


— — = ( (fiehe $ 4, VII und X). 


= 





822. Die Zeichen der Balız einer Pofenz. 


I. Eine Potenz mit geradzahligem Exponent bleibt 
unverändert, wenn man die Baſis mit — 1 multipliziert. 
Bew. (Fa)? = (— a)? = (a: —1)2; (Ha) (—a)! 
— (a°— 5x)’ = (5x —1)°. 

II. Eine Potenz mit ungeradzahligem Exponent bleibt 
unverändert, wenn man die Baſis mit — 1 multipliziert 
au zugleich a un der Potenz ändert. Bew. — as 

— (— — — a)? = — (a — 1)% 
8. DB. TEE DR ar 8(3 — 14x)? 
+ 2(3— 14x)? = 10(3 — 14x)?. 


823. Pivifon eines Polynoms duch ein Monom. 


I. Jedes Glied des Polynoms ift durch das Monom zu 
dividieren (ſ. 83, IV, 22). 


HR a—b+c a b ce 3x —4x?’+-9x° 
Beijpiele zn a ee = Tree 
3x ax 9x 1 —— 


oT I 60T 2x EEE 
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Bm. 1 rn en Bruchſtrich ift ſtets ala 








10 ab 
Klammer aufzufaffen, daher = — = ——— = 
= km er 
Be a) 
rn 1.83, W, 21181, =-—- 24% — I 
U. Um zu. in ein Produkt aus einem 


Monom und einem mit 1 als erſtes Glied beginnenden 
Bolynom zu verwandeln, jet man nach S 3, IV, 6 jenen 








4a = 25 
4a 3 6 "9 4a a a? 
Ausdrud — — —— 260- 9. 
3 


8 24. Veränderung des Produkkes nach dem Saße 


a.b=an. — 
n 
I. Ein Broduft bleibt unverändert, wenn der eine Faktor 
mit einer beliebigen Zahl multipliziert, der andere durch 
dieje dividiert wird (j. $ 3, IV, 9). Beijpiel. (Sa — 4) 
(8%) — ? Der 1. Faktor durch 4 dividiert, der 
zweite mit 4 multipliziert = (2a — 1) (14 — 5a). 


Do. (a — b) ſec —d) =? Der 1. Faktor mit — 1 
multipliziert, der 2. durch — 1 dividiert = (— a--b) 
(— ce+d=(b— a) (d— eo). Man fünnte alfo aud) 
jagen: Multipliziert man jeden von 2 Faktoren mit — 1, 
jo bleibt daS Produkt unverändert. a (2 — x?) 
.— 83 — 4xı)=a-+ (x? — 2) (4x +3). 


54 S 25. Beichenänderung des Zählers oder Nenners. 


II. Pan fann mithin auch einen der Faktoren mit —1 
multiplizieren, wenn man das Vorzeichen des Produkts 
ändert. Denn .B8.n — (5 4 6a) (- 3 — 2a) = 
n — 1.(5 — 6a) (— 3 — 2a); multipliziert man nun 
den 1. Faktor — 1 mit — 1 und dividiert den 3. durch 
— 1, jo entſtehtn —1.(5 46a) S+22)=n-+ 
(5 4 62) (8 — 2a). 


$ 25. Beithenänderung des Bählers oder Penners. 


Man fann den Zähler oder den Nenner eines Bruches 
mit — 1 multiplizieren, wenn man das Vorzeichen des 


Bruches ändert; denn + — — J 3)5 Dee nern 
—— a By 

entweder — (=) = — — oder — =) 

N ATREBET = 3 Beim Erweitern des Bruches multipliziert 


man den Zähler und Nenner mit — 1, dann aber muß 
das Vorzeichen des Bruches unverändert bleiben (ſ. 815, 1). 


Dun) SON Ze) 





N * ba-+7 23 + 4a? 
2. Beijpiel. (4a? — 9) >= — Sen 





— — — 2 =? Bei ſolchen Multiplikationen 


ordnet man zuerſt die mehrgliedrigen Ausdrücke (gewöhnlich 
mit Ausnahme der Zähler) in gleicher Weiſe an. 

Hier z. B. wird man die Hauptgröße a abſteigend an— 
ordnen, die Glieder mit a alſo voranſtellen. Daher: 


5ba-+7 23 — 4a? 3a—1 
——— EI En N PERL, 
(a — Par 09 J 


Sm 3. Bruch hätte man 6a — 9 auch durch Erweitern mit 


ee ll 2 
— 1 befommen; jedoch wäre — 5 *8* für das Rechnen 
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jehr unpraftifch gemwejen (j. 87, II, 21). Nun zerlegt man 
diejelben mehrgliedrigen Ausdrüde in Faktoren, zunächit 
durch Ausheben des gemeinjamen Faktors. Daher: 
5a-+7 — 3a-tl 177 
Ra ee J A 
Alsdann verſucht man eine — in mehrgliedrige 
Faktoren, da ſich dann oft Kürzungen erkennen laſſen. Hier 
findet man 4a?— 9 — (2a)? — 3?—=(2a--3) 2a—3). 
Jetzt erjt wird die Multiplikation ausgeführt, aljo 4a?— 9 
mit jedem der vier Hauptglieder der eigen Klammer mul- 
tipliziert, wobei man jenen Faktor nötigenfalls als (24-3) 
.(2a — 3) ſich denft. Daher: 

(22 + 3) (2a — 3) 3) 62 +7) 4E (23 + 4a?) (4a? — 9) 





(4a? — 9) 





at 0 8 (da’— 9) 

F re ve mem — 17/, (4a? — 9) 
— (238 — 8) (5. + 7) + Fr Fe 
ER = en — 

— 1022 — à — 21- 2% — an 
ee 


a? 
= 102 — a —21+ 27% +5 — 22: — ° 


eo 





8 26. Das Rürzen mfammengefekler Brürhe. 


— —? Da 3a in allen Gliedern enthalten iſt, 

jo läßt ich der Bruch durch 3a fürzen. Nach $ 3, IV, 15: 
(152°—12a):3a_ 5a—4 
(Gassen? 38-7 





56 8 27. Vereinigung von Quotienten. 


au, läßt fich nicht durch 2 (oder a) fürzen; denn 


(1088): 5a 
(6a+5:27 3a, 
bruch, den man ſtets vermeidet (ſ. 815). 





Man erhielte mithin einen Doppel- 














= 2 (98) = —1($3,W, 3). 
— * a * — (j. 824, II, 2. Beiſp) 
= — go) = — Tas 
— rn ? Bunächit durch 2 gefürzt = — 
Ey er oe en 


180 (x — 2) 
210° —14ab-+15ac—10be _ 7a(3a—2b)+5c(3a— 2b) 
15a?—10ab—27ac+18be 5a(3a— 2b)—9c (3a — 2b) 
7 
durch 3a — 2b gefürzt — nt 


5Ba—9c 








8 27. Pereinigung non Buoftenfen. 
IL Gleidnamige Brüde. Nah S3, IV, 23 it 


a b C a—b-+c 
Eu 
9b nal aaa Ib una h 
22h? Hey BT ueH, a? — b? 
9(b?—aN) —6(a-+b) ee 9. ai beat b) 


a? — D? a? — D? 
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durh a + b gefürgt = — em und na) $ 23 


a 
een) 


b 
— — — — je — — X 9 
7a 7 7a 1 75 7? Nad) dem 1. Minus 


2 

it zunädjlt eine Klammer zu bilden ($ 3, I, 7) = — er 

8b 5 b\ __ 2+8b+45—-b _ 74+7b 
art 72) — — 72 











1. Ungleihnamige Brüche. 


e 3 8 5 11 
'h Beijp. 78) ITWÜGKERTN  - 6b EU CET yo = Zunächſt 


iſt der Generalnenner zu ſuchen. Hier iſt 
die höchſte Potenz der Primzahl 2= 4 (in ) 


” " // ” " 3 — 3 (im 2. u. 3. Bruch), 
— ——— — 7=7 (im 2. u. 4. Bruch), 
7 7 „ m) m a — al 
22 7} " " [2 —b? 
Daher 4.3.7.2.b? = S4ab? der Generalnenner. 
4; Ät nun mit 84ab?:: 4a = 21b%, „mit 84ab? 
* — — 4b zu erweitern, ꝛc. Daher 
——— 32b lan ab 66a 
177.84 ap San: 84ab? S84ab? 


__ 63b’— 32b-+70ab — 66a _ Tb(10a+9b)—66a—32b 
84ab? 84 ab? 








58 8 28. Partialdivifion. 


——— 13 +24x° 19 + 25x 

2. Belipiel eu T ze T ers IT 5 — 00x 

— 11% =? Zunächſt find diefelben Veränderungen vor- 
zunehmen, wie in 8 25, 2. Beijpiel 


_..11+ 40x 13 4-24x° 19 + 25x 1 
a Eu 
— 48x 48x + 36 322 —18 60x— 45 


a en 13 + 24x? 19 + 25x — 


Da der 2. Nenner = 2 (4x — 3) (4x — 3), ſo iſt 
der Generalnenner — 60 (16x? — 9) = 60 (4x —- 3) 
(4x — 3). Daher 


__ 5(4x—3) (11 440x) , 30 (13 + 24x?) 
— 60 (16x? — 9) 1760 (16x? — 9) 
4x +3) 192%) 10.7168 — 9) 


60 (16x? — 9) 60 (16x? — 9) 


_800x° —380x—165 +390 +720x?—400x?—604x —- 228—1120x?+630 
60 (16x? — 9) 


0842-1097 07209 — 208 


BOB x 0) org 


8 28. Parkialdiviſton. 
Diviſion durch ein Polynom. 


I. Nach 83, IV, 24 könnte zwar für jedes Glied des 
Quotient eine beliebige Zahl genommen werden, um aber 
die allein paffende Zahl zu bejtimmen, mag hier ein beliebiges 
Produkt angenommen werden. Aus (5x + 4) (7x —- 9) 
— g622-1,37%- 1.90 folge an — 17x49. 
Da hier 35x? aus 5x. 7x entitanden tft, jo muß auch das 
1. Glied des Duotient 7x offenbar — 35x?:5x fein, 
folglich ift allgemein das 1. Glied des gejuchten Quotient 
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— dem 1. Öliede des Dividend dividiert durch das 1. Glied 
des Divijord. Aus diefer Beltimmung und jenem Gabe 
8 3, IV, 24, der allgemein = =qg-+ an lautet, 
ergeben jich die folgenden Regeln für die Partialdiviſion: 

1) Dividend und Diviſor find zunächit jtreng nach einerlei 
Prinzip (3.8. beide nach abjteigenden Potenzen der Haupt- 
größe) anzuordnen. 

2) Da3 1. Glied des Quotient (und daher auch jpäter 
jedes neue Glied) ift = dem 1. Gliede des Dividend (und 
ſpäter de3 in gleicher Weile geordneten Reſtes) Ddividiert 
durch das 1. Glied des Diviſors. 

3) Das für den Quotient gefundene Glied ift hierauf 
mitdem ganzen Diviſor zu multiplizieren und das Produft 
vom Dividend abzuziehen. Der Reſt ift in gleicher Weiſe 
wie der 1. Dividend zu dividieren. 

18206 —27b7— 140-2087 39hbc—2lab 

die ein. ee — 
Lexikographiſch (aa, ab, ac, bb, be, cc) angeordnet: 

(20a°—21ab- 18ac— 27b’+39bc—14c?) : (4da+3b—2e) 








14 


A) 202°+15ab—10ac — 53a —9b-+7e. 
B) —36ab-28ac — 27b’-+39be 
C) —36ab — 27b?+-18bc 

28ac —-21bc—14c? 

28ac —+21bc—14c” 


Erflärung hierzu. 

Das 1. Glied des Quotient ift 20a?:4a — 5a. Dieſes 
Glied mit den 3 Öliedern des Divijor multipliziert, giebt 
das Produkt A, welches vom Dividend (nach $ 9, II) jub- 
trahiert den Reſt B giebt. (Man zieht immer nur jo viel 
lieder vom Dividend herunter, al3 für das nächite Glied 
de3 Duotient gebraucht werden.) Da3 1. Ölied von B, 
alfo — 36ab, durch das 1. Glied des Diviſors (dur) 4a) 
Dividiert, giebt — Ib als 2. Glied des Quotient. — Ib mit 
dem Divijor multipliziert, giebt C ıc. 


60 8 28. Partialdiviſion. 


2. Beijpiel. = 2 (1% — 5) — ? Geordnet: 





2a RBB 
10 JJ Kar 
3a {44 — BAND 1 
10.2083 a Tocn.s ern ea 
3 ä 3 6a 5 
g Das 2. Glied d. Duot. = ee 
Ba 15 = 15, ae 
8 32 a ” e 73 „ [73 5 q 5 — 64 Pr 
J 
"7322 
Wal 75 
T32a 1282? 
EReN 
I 128a? 
u. |. w. 


Die Diviſion geht nicht auf; der Quotient erhält daher 
unendlich viele Glieder, die man nur jo weit fortjegt, als 
es der Zweck der Aufgabe erfordert. Eine jolche unendliche 
Neihe deutet man durch Punkte, oder auch durd) .... in inf. 
(d. i. in infinitum — bis ins Unendliche) an. 


II. Da die unendliche Reihe meijt jehr unpraktiſch ift 
(man denfe jich die Glieder des vorjtehenden Duotient 
3. B. mit a = 1 berechnet!) und man das Nejultat der 
Divifion doch auch volljtändig haben möchte, fo jeßt man 
am beiten die Divifion nur fo weit fort, big der Reit von 
fleinerem Öliederumfange (ſ. nachitehende Erklärung) ift, 
al3 der Divifor, um dann den bisherigen Gliedern de 
Duotient einen Bruch hinzuzufügen, bei welchem der 
Zähler diefer Neft, der Nenner aber der urjprüngliche 
Diviſor der Aufgabe iſt. Dieje Ergänzung ift jener Bruch 
2 ZE4 (fiege oben I) 

Erflärung. Der Öliederumfang eines Polynoms 
richtet jich nach) dem Abjtand der Erponenten der Hauptgröße 
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de3 1. und legten Gliedes. 7x? 4 ax? — bx — 2 iſt 
von größerem Öliederumfange als 100x? — abx? — 24x, 
denn erſteres geht von x? bisx® (ſ. 812, VIII, letztes Beijp.), 
leßteres von x? bis x!, 3 — 0 aber ift > 3 — 1. Daher 
it auhb x? — 1 don größerem Gliederumfange als 
x? + ax? + bx — e, da man fich jenes Polynom: 
x? -4+0.2°?4+0.x? - 0.x — 1 denfen muf. 


Hätte man al3 Auflöfung einer Aufgabe 
10 a* — 23a? — 41a? + 55a — 29 
a 5a?46a —7 i 
jo ijt die Bartialdivifion unbedingt anzuwenden, auch wenn 


diejelbe nicht aufgeht, weil dann die 4. und 3. Potenz 
von a verjchwinden : 


10a*—23a?°—41a?+55a—29:52?+6a—7=2a?7a43 
10a*--12a°—14a? 
—35a°—27a?--55a 
—35a?—42a?+49a 
BE 1533-120,627.95 
+15a?-+18a—21 
—12a7B: 


Da die Divifion nicht aufgeht, und die Neihe 2a? — 7a 
+3 — —— — en jehr unpraftiich wäre, jo ijt mit 
dem Reſt — 12a — 8 die Divifion zu fchliegen, weil 
derjelbe von Eleinerem Gliederumfange iſt als der Diviſor 
5a? — 6a — 7. Folglich ift nun x durch folgenden 
„geichloffenen Ausdruck” bejtimmt: 














—122 —8 
(& gi 3 Au ba?--6a—7 


4(32—+ 2) 
J 





—— 


aa a 3 — 


62 8 29. Das größte gemeinfame Maß zweier Polynomien. 





n — 
II. Aus 8 17, DI folgt, daß die Diviſion — 


— 
— 
x—a 





jtet3 aufgeht, wenn n ganz und pofitiv iſt (4. 2. 





n n 
—x?--ax-- 22); daß ferner — aufgeht, wenn n 


ganz, pofitiv und ungerade iſt; daß auch — aufgeht, 
wenn n ganz, poſitiv und gerade iſt. 


829. Das größfe gemeinfame Maß zweier 
Polynomien. 

I. Zur Beitimmung eine3 ſolchen Maßes wendet man 
dasjelbe Verfahren (die jogenannte Kettendivifion) an, wie 
beim Aufſuchen desjelben bei jpeziellen Zahlen, indem man 
die größere Zahl durch die Fleinere, jeden Divifor Durch den 
Reſt dividiert. Sit z. B. von 481 und 1079 (behuf des 
Kürzens von 5) das größte gemeinfame Maß zu fuchen, 
jo it die Rechnung folgende: 


1079 :481 = 2 





962 
481 :117 =4 
468 
117 :13 — 9 
117 


Der lebte Diviſor 13 iſt da3 gr. gem. Maß jener Zahlen. 
Um daher daS größte gemeinjame Maß zweier Poly— 
nomien zu finden, Ddividiert man das größere Polynom 
durch daS Kleinere nach Art der Bartialdivifion, bis Der 
Reſt von kleinerem Umfange it, als der Diviſor. Zu 
berüdjichtigen ift hierbei, um unbequeme Zahlen zu 
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vermeiden, daß 2 Bolynomien, die, durch einander dividiert, 
aufgehen, auch dann noch aufgehen müfjen, wenn fie mit 
beliebigen Monomien multipliziert oder Ddividiert werden, 
und daß z. B. in a? — b? und a? — 2ab — db? das 
gemeinfame Maß (a — b) auch dann noch unverändert 
bleibt, wenn jeder der beiden Ausdrüce mit einem beliebigen 
Monom multipliziert oder dividiert wird. 

II. Das Beltimmen des größten gemeinfamen Maßes 
zweier Polynomien erfordert daher, wenn die Rechnung 
nicht zu mühſam werden fol, folgende Operationen: 

a) Die beiden Polynomien find, wie bei der Partial- 
divifton, nach einerlei Prinzip anzuordnen. 

b) Das Polynom mit dem größeren Öliederumfange tft 
al3 Dividend, das andere als Divijor zu nehmen. Bei 
gleichem Umfange iſt es gleichgültig, welches als Dividend 
genommen wird. 

ec) Enthält ein ſolches Polynom Brüche, jo multipliziert 
man e3 noch vor der Divifion mit dem Generalnenner. 

d) Ein mit einem negativen Öliede beginnendes Polynom 
multipliziert man mit — 1. 

e) Jedes der beiden Rolynomien (vor allen Dingen der 
Divifor) ift durch den in allen Öliedern enthaltenen gemein 
jamen Faktor zu dividieren. 

f) Sind ſomit die Glieder des Dividend und Divijor 
auf die Kleinsten ganzen Zahlen gebracht, jo dividiert man 
die Bolynomien ganz jo, wie bei der Bartialdivijion, indem 
man zunächit ein Glied des Quotient bejtimmt, mit diejem 
den ganzen Diviſor multipliziert zc. 

g) Giebt das 1. Glied des Dividend (bezw. des Reſtes, 
wenn derſelbe noch nicht Kleiner als der Diviſor), durch das 
1. Glied des Diviſors dividiert, feine ganze Zahl, fondern 
einen Bruch, jo multipliziert man den Dividend noch vor 
der Diviſion mit dem Nenner diejes Bruches. 

h) Bei der Subtraftion des Produktes aus dem Divijor 
und dem gefundenen Öliede des Duotienten zieht man ſtets 
ſämtliche Ölieder des Dividend (bezw. Reſtes) herunter. 
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i) Die Partialdiviſion iſt ſtets jo weit fortzujeßen, bis 
der Reit von Eeinerem Umfange it, als der Divijor, um 
alsdann dieſen durch jenen Reſt zu dividieren. 

k) Dieje Kettendivifion ift jo lange fortzufegen, bis Die 
Diviſion aufgeht. Der letzte Divifor iſt daS größte 
gemeinjame Maß der beiden „Polynomien. ’ 

8.8. 52, — 2 _ 7° mblla+s 
Das 1. Polynom mit 6a, daS 2. mit 4 mult.: 34a — 46a? 
—+15a° — 48 und 44a —- 32 — 21a?. Beide geordnet: 

15a°— 462? 34a — 48 und — 21a?—442a 32; 
das 2. Bol. mit — 1 multipliziert und al3 Diviſor benußt, 
da es von kleinerem Umfange: 

(152° — 462° 34a — 48):(21a?— 44a 32) =; 
Hier läßt —— — = den Nenner 7 ericheinen, folglich iſt 
der Dividend mit 7 zu multiplizieren: 

(105 a°—322a?—-238a— 336): (21a?—44a—32)=5a 
105a°—220a?—160a 

—1023?--898a— 336 :213°—443—32 —? 

Der Divid. mit — 1 mult. 

10222—398a-1336 :21a°—44a—32 =? 

942 2 
Wegen — — iſt der Dividend mit 7 zu multiplizieren. 
7142?— 2786a-+- 2352 : 212 - 44a - 32 = 34 
714a?—1496a— 1088 

— 1290a-+3440. Da jebt der Reſt Heiner al3 
der Divilor: 
212a?— 44a —32:—1290a--3440. Der Divifor mit 
— 1 mult. u. durch 430 div. 
21a?— 44a —32:3a—8 =7a-4 








2lalm DER aylız 
—+12a— 32 
7123732 


0. Die Divif. geht auf, folglich ift 3a— 8 
da3 größte gemeinfame Maß der gegebenen Bolynomien. 
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Ss 30. Wurzellehre. 
A. Einfeitende Sätze. 

I. Aus der Entjtehung der Wurzel (ſ. 8 2, VD folgt: 
— b it richtig, wenn die Wurzel b mit dem Wurzel— 
erponent n potenziert, die Wurzelbaſis a giebt. Es ift 
1000 —  10,' weil. 10° = 1000; VY!h —= 1 


Zu 

(9. Ba 78,2, VON meLS A 
Va?—2ab+b?=a—b (wofür auch Y(a?—2ab-H-b?) 
gejchrieben wird), weil (a — b)? = a? — 2ab — b?. 


Anmerkung. Bei den Beweijen mag Wurzel mit W., 
Wurzelerponent mit Wt., Wurzelbafis mit Wb. abgekürzt 
werden. 


— 





Zuſatz =] ven eu 


3. Zuſatz. Yo = 0, denn Hr = on — 0 — Wb.! 
4. Zuſatz. Die Wurzel aus einer ganzen Zahl oder aus 
einem gemeinen Bruch iſt entweder rational (durch ganze 
Zahlen vollkommen genau abgrenzbar, z. B. Y25 — 5, 


Bee! 

VS/zus —= ?/x) oder irrational (durch ganze Zahlen nicht 
abgrenzbar, aljo nur durch einen unendlichen unperiodijchen 
Dezimalbruch darstellbar). Sit die Wurzel aus einer ganzen 
Zahl nicht wieder eine ganze Zahl, jo muß jte ivrational 


fein. Wäre z. B. / io mitkte (17/,,)2>— N m —2 


ſein. Dies aber iſt unmöglich, denn wenn ſich 17/45 nicht 
Schurig, Mlgebra. 5 





66 g 30. Wurzellehre. 


kürzen läßt, jo kann fich auch u nicht (bis zur ganzen 


Zahl 2) Fürzen lafjen. Ferner kann vV2= Lunar een 
periodijcher Dezimalbruch fein, da jeder periodiſche Dezimal- 
bruch in einen gemeinen verwandelt werden kann. 


B. Einerlei Wurzelbaſen. 
Be Ra 
I. Ya Ben. WU — a — RW, 


3 2 


FB Va Ve e/e ern 

II. (Va) — a. Bew. Unterjcheidet man in Ya Ya 
links: Wurzelexponentn und Wurzelbafis a, rechts als Wurzel 
Va, fo muß auch, da diefe Gleichung unbedingt richtig ift, 
it. — Mh. fein, D. i. (va) — 


Die beiden letzten Sätze laſſen ſich in folgender Weiſe 
ausſprechen: Der Potenzexponent hebt ſich mit dem ihm 
gleichen Wurzelexponent, gleichviel ob er ſich außerhalb oder 





336 
innerhalb der Wurzel befindet. 8. B. (var) = ab; 
— — — ZUR 
au), =a—b; — — V(— x)? = — x. 
e 


IV. Var — | va) . Der Botenzerponent kann beliebig 
innerhalb oder außerhalb der Wurzel Stehen. 


Demi (( Ban (( a a Wh. 
8-8. 6355 z (V635) Ba (ve) 
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/ 
— (vergleiche $ 12, XV, 1. Zuſatz). 


on a (ET 
u a lt) 
Ben. wu — (2 = 5 a a, 
—2 Zee BERN 
== Wb. 3. B. Vf. — — = Vi, 
1% 15 
Ir o3EM — DIENT — 

VI. Ya=a", alfo au (va) — a" (n.SabIN). 
Statt der Wurzel fann ein gebrochener Potenzerponent 
gejeßt werden, der dadurch entjteht, daß man den urfprünglich 
unter der Wurzel befindlichen Potenzerponent durch den 








EH\n F 
— zu © n 
Wurzelerponent dividiert. Bew. WI — (>) — 
N —— 
— 2 — MW. 8.8 Yx? —= x; ⏑— 
—1l/g 1 BR DEM 
2 eg bu: R n 
/ x® — 26: IE — X er Va Yal=a'; 





TR — 
Ya — ah; 22 — (lex; Ve)? — ()" 
— (2/5)? = —— 


— nem 

VO. Umgefehrt ift a — Ya. Der Nenner des 

gebrochenen Wotenzerponent wird zum Wurzelerponent. 
3 3 


2 were — 
2.8. 100% — /100!= Y100=10; al — Val Va; 


(a — b4 — Va —_ hl — Va Be 


Nejultate Schreibt man gewöhnlich mit dem Wurzelzeichen 
und nicht mit gebrochenen Botenzerponent. 3.8. x— 7": 


=, (den negativen Exponent befeitigt man immer zuerft 


1 I 
- 82, \MW=- = 


4 4 


v3 v343 
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3 4 
2 MENT 
— X 3, 4 
VE RER Bee N a en 








- Xs 





VIII. Die Potenz- und Wurzelexponenten können gegen— 
ſeitig gekürzt und erweitert werden. 


— 


3 — 9 __\6 1 DENN. SIR 
= ya}; YıR= yıoi=y10; (Yn)= Var ya: 
Bi Te IE 3 
7 1% (mit 4 erweitert) = Y7° = — = 


(1) = (v3) =vz 
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n 


IX. Va = \ Via und umgekehrt nz a 


Bew. WE — (ij — (N) ll 





| 

Fo) 

| 

2 
o‘ 
o 
& 
— 
> 
— 

| 
ne 
ei 
I 

| 
8 
— 
= 
(ei 





N 
ne 
m 
(eu) 
3 
| 
— 
8 
— 
jean 
DD 
[ri 
| 
wo 
5 
— 
DD 
[eb 
| 
— 
sr 








Ya — VYra-Vyva- v13; 
Rz ee: 


x. Sit der Wurzelerponent ungerade, jo kann man die 


Wurzelbafis mit — 1 multiplizieren, wenn man das 
3 ——— 
Borzeihen der Wurzel änder. Y—am — Ya 
BRAND 34.\8 
Der a — me va) —— | Va) = —ı=Mh. 
5 5 
Beifpiel. Y-a—b = — Ya-b. Jedoch gilt dies 


4 
nicht für geradzahlige Exponenten. Es iſt Y—a nicht 


45 N: AN 
— — Ya, denn WE — — — — 9 
— — a und dies iſt der Wb. nicht gleich. 

XI. Die Quadratwurzel hat ſtets zwei einander entgegen— 
gejeßte Werte. 3.8. 49 — U A NDDer 
denn (--7)—= 49 —=Rb., aber aud) —7)? = +49 = Wb. 
Man Schreibt daher YH = FT; —Yıı=—(E11) 
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— Z 11. Daher ift ud 2Y9 — 3 Y100 46 Y 36 
+13 volfftändig 2 &3) — 3 10) +6 (6) +13 
—= 76730 #36 — 13 und bedeutet entweder (mit 
dem oberen Zeichen) — 6 — 30 — 36 +13 = 25, 
oder (mitdem unteren Zeichen) — 6-30 — 36 +13 = —1. 


XI. Y—49 ift weder. 7, noch — 7, da beide im 
Quadrat — 49 geben; auch fann es feine andere pojitive 
In negative Zahl geben, welche im Quadrat — 49 giebt. 


4 
Eben fo giebt es feine Zahl, welche Y—°/-, 1000, 
8 


| voritellt, da jede pofitive oder negative Sn R 
geradzahliger Potenz fein negatives Nefultat (— ?/, x 
geben kann. Dieſe unmöglichen Bahlen nennt nn 
imaginäre (daS g wie im Worte Gold). Der Gegenſatz 
bon diejen Zahlen find die reellen (möglichen) Zahlen, 
d. i. die pofitiven umd negativen Zahlen, mit denen mir 
bisher rechneten. 


(. Verſchiedene Bajen. 


Dee a — 
XIII. Yab = Ya .yYb. Aus einem Produkt kann 
man die Wurzel ziehen, wenn man jte aus jedem Faktor 


sieht. Dem. 90 20, — (ya : vo) — va)". (vi) 


ach Nn, 








| 


3 SE 3 
Belipin)/ 8.105 21/87 125 ou 
Vi6ab = Y16.Yat.Yb = 4a? Yb; 
3 3 3.32 ————— —— 
J VEREIN 


Anmerkung. Ya?-Hb?iftniht—= Ya? /b — ab; 
denn (a — b)? iſt nicht — a22 b2(ſ. 818); eben fo iſt 
Va? niht — ah 
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XIV. Berkleinern der Wurzelbaſis nad) dem Gabe 


ee Se: Da 
Ve vi in. 
Di min, 5 a 
Beifpiele Yn®—=Yn!!.n?=n? Yn?. (Oder: 
— — n* n — n?.n% — 2? — 


ARBEIT nen 
Bei V 8.973556 > hätte man die vielftellige Zahl 13mal mit 
5 





fich ſelbſt zu multiplizieren, bei 8.7356? Y 87356? nur 
höchſtens Zmal. Es ijt daher gewöhnlich von Vorteil, den 
Votenzerponent unter u. Wurzel Heiner al3 den Wurzel- 


exponent zu Haben. VERS b10 — 
Fi N 7 | 
—Yat.YbE.Y2ab?—= ab? V2ab3. 


a —— 
a2o — at Ya: [29:6 —4 (außerhalb der Wurzel), 
Reſt 5 (innerhalb der Wurzel))]. 


V5=Y235.3=Y25./3=5 83. Um feine plan- 
lojen Verſuche zu machen, zerlegt man die Baſis in Prim— 


faftoren, 3.8. Su = OBER OL a 
u 20u0, 3.5, und bildet alsdann bei der nt“ 
Wurzel n* hier alfo Quadrate — v2? 22.0,9°5 


N RE NENNEN 

3 3 3 — — 

/51840=6.864.10=Y2.3.8.108.2.5 = 27.3*.5 
8 —— Er SET 

RI N a ENRIEREE EBNN 

5sya5s +6 y20 — 2245 =5/9.5 +6. /a.5 

u SR = ——— 

— (15412 — 14)Y5 = 135. 
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J RER J ——— 
2 Yatb5— 3 Ya'b?-+ 4 Yab? —= 2ab Yab? 





— 322 Vab?-Lab: Vab®— (ab 322-1-4p2) Va. 
XV. Sätze in Bezug auf imaginäre Zahlen. 
1) Die imaginäre Einheit Y—1 bezeichnet man mit i. 
Die Botenzenivont. 1° —1 (jieheS 12 ,XTD; 


Io; =(y-i’--1;)t-t. = —-1ıi 
— — i. Die höheren Potenzen find auf die vorjtehenden 
leicht zurückgeführt, indem man den Erponent durch 4 dividiert 
und den Neit allein behält. 3.8.19 =? 235:4=6, 
es ancher 
dähen ta Den 

Anwendung (8 —B5i) 7 — 2i) = 21 — 35i 
4161 — 0?=21 — 29i — 10 (—1)=31— 29i; 
7 —- 4) = 7° — (dj)? 
Er RR a 
— 343 — 5881 — 336 4 64i=7 — 524i. 

Vera Valle Va ven ya 
Jede imaginäre Duadratiwurzel kann alſo als ein Produkt 
aus einer reellen Zahl und i dargeftellt werden. 


3.865 — 41V? = —Ay6.1?=5? — 
DB. AN ori MAY a2 25 > A0 Vol 
a a 

4) Die 3. Wurzel aus einer beliebigen veellen Zahl hat 


Se 
itet3 3 verjchiedene Werte. 3.8. 8 — 2, außerdem noch 
—1- V83.i ao le V3.i. Denn 1) 8 — ib, 
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(Vs it nicht = — 2, denn (29 = — 8). 
2) — 1473.19 = (1) + 3.(- 1)2.V18.1-4+3 
.—1).17819? + (839 =—1-+3.(-1).73 
era la Viel 
(— 1) +3 Y3.(—i) (. IN, Bu) = — 1-3 73.i 
19 — 373. 1 - 43 = MM. 

Eben ſo — 1 — 73.1? =-48. 

— hat die drei Werte: —2, 14+73.i, 1 —V3.i. 

1 hat vier Werte: — 1, — 1, i, —i; 3. B. (— N) 

=+ +1. 


* bi IE RR 
VI hat ſechs Werte: 1, —1, un i nn 


TS HD yon 
> 


’ > 


ad 


Allgemein: Die n® Wurzel aus einer einfachen Zahl 
(j. den nachfolgenden Sab) hat n verſchiedene Werte. 
5) Ya hat jedoch nicht nWerte, fondern nur den einen a 


(die Bali); denn V (— a)? kann nur den einen Wert —a 
haben, da durch die Y nur die 2. Potenz befeitigt und der 
uriprüngliche Wert — a wieder hergeftellt ift. Auch muß 


V(— a)? = (—- a)? = (—a)! = — a fein. Man darf 
aljo nicht rechnen V— 9)? —=V/+8s1 = + 9. Folglich 


12 
hat auch Vas nicht 12 Werte, vielmehr müſſen die Exponenten 
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3; 
EL BUNSTRR ——— 
erſt gegenſeitig gekürzt werden. Bew. en 10 
alfo nur drei Werte. 


er 
6) V8 kann nur den einen reellen Wert 2 haben (fiche 
vorjtehenden 4. Sab), folglich müjjen die beiden anderen 


Werte — 1 + 73.1 imaginär fein, was ih Schon aus 
dem i erklären läßt. 


Daraus folgt nun, daß die imaginären Werte nicht 
bloß als Duadratwurzeln aus negativen Zahlen allein 
auftreten, jondern auch al Summen von reellen Zahlen 
und imaginären Quadratiwurzeln in der Form a — bi 
(oder a — bi), Man nennt daher dieſe imaginären 
Zahlen Fomplere. 


7) Geometriſche Darjtellung der imaginären 
Zahlen. 

Sit KL eine beliebige Senfrechte auf dem Durchmeſſer 

de3 Halbkreiſes AHB, jo gilt nach einen befannten Lehrſatze 

der Geometrie folgende Rela— 

ton KL == KA IK Bioder 


L KU N KRANKEN! 


h CD=-J1,alo CcE=—1, 


jo ift nach diefem geom. Satze: 








CE YCDECH er 


—Y/—1=-i, folglich die 
entgegengejegte Strede 06 
| — INN OAS- 2 
JJ 


—=YCANOB 9 Zuge 12,, 


entgegengejett: CJ = — 2iıc. 
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So ergiebt ſich folgendes Bild: 





Die imaginären Zahlen liegen alfo in der Ebene oberhalb 
und unterhalb der Linie der reellen Bahlen. 


XVI. Ya.Yb = Vab. (Umfehrung von XIII.) Um 
Wurzeln mit gleichen Wurzelerponenten zu multiplizieren, 
zieht man diejelbe Wurzel aus dem Produkt der Wurzelbafen. 


3 3 8 
8.8. V3./7 = 73.7 =Y21; Y10.V2ab.V5be 
3 3 


— Y10.2ab.5be = Y100ab?e; 

(2/5 +376) (8Y5 — 3/7) = 16 (V5)? 4 2430 
ne 
(9/7 — 1173)? = (9/7)? — 2.977 .11V8-+-(11 3)? 
— 81.7— 19821 + 121.3 = 980 — 198 Y2T: 
2Y6.3/10 =? Man denfe fih 2.73.V2.3/2.Y5 

m a 4V15..3/35 
— 5.73.77 = 607 21; 


12 


— 
Va? Di ab? — Vas. Ya?’b? — Va 
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Zuſatz. Das Vroduft aus zwei imaginären Quadrat- 
wurzeln ift negativ reell; denn Y—a.Y—b = Ya(—1) 
Me yarrı 
— — 1,Jab—=— Yab. 3.8Y/-5.1-6=—130; 
(1) 3 —Y5) 56V -2 +37) = 20.Y7-3.7— 2 
—oYy 10-2 19 Vera 3 )35 —=20.( 76) 
E10. 19 Vo sy, 200 

— 3135 — 5Y10.i+ 12VY21.1=— 2076 
— 18135 4. (1221 5110) 


Berechnet man die Wurzeln (fiehe 8 31), jo erhält man: 
— 66.739508 — 3917959 I. Die imaginären Auflöfungen 
find jtetS in diefer Form (a & bi) zu geben. 


XVII. Vereinigung von rationalen Faktoren der Wurzel 
mit der Wurzelbafis. 




















(3 Y5 — 4V2) y> Ys-+712 = y (3/5 — 4 Y2) 
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= / 0.5 — 24/10 + 16.2) (6/5 + 772) 
* ya — 24 Y10) (6/5 +72) 
385 5 — 600V/2 + 539 Y2 — 336 V5 

= Ya9Y5 — 61V. 

















f AR 
XVII. 7 — — Aus einem Bruche kann man die 
Yb 
Wurzel ziehen, indem man fie aus dem Zähler und dem 
n n 
Ya 
Nenner zieht. Bem. WF — — = — — 
Yb 
or ar — 7 
3 B. J— — V25 — — — —— 
3 — ——— —* 
Sl Air / EN 
"sie, a Seal Ysive 9» 
512 


1. Zuſatz. Die Wurzel au einem Bruch verwandelt 
man gern in einen Bruch mit vationalem Nenner, bei 
welchem nur der Zähler jene Wurzel aus einer ganzen 
Zahl enthält. 


n 
NS ya Dass! — — Buben 
en b 


3.8. Y5/ —? Der Bruch mit 7 erweitert, um im Nenner 
die dem Wt. entiprechende Botenz herzuftellen 
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E 3 
u ee eh Y3Y/, za 


J — — 4a — 
8 ) —— — 


Um 35.b° zu — iſt der Bruch mit 32. bẽ zu erweitern 








__ 1/aa.0b° _ Y86ab° — — Vs 


2. Zuſatz. Sit der Wurzelerponent größer als 1, 
2168 
8. Va, Ya... md 
a) die Wurzelbafis größer als 1, jo muß die Wurzel 
3 


fleiner al8 die Wb. werden; 3. B. V1000000 — 100, 
aljo 100 <T 1000000; denn das Produkt aus 3 Bahlen, 
die — 1 find, muß offenbar — jeder Faktor werden. 

b) Sit jedoch die Wb. Heiner als 1, jo muß die Wurzel 


größer al3 die Wb. werden; 3. B V?/ıo0 — ?/o, aljo 
3/0 > oo; denn fürzt man den Bruch fo, daß fich der 


Zähler in 1 verwandelt, jo hat man YP/oo = ) ar 
9 


— — Da nun 1119 < 111), (ſiehe Satz a), ſo 








muß größer al$ — fein, denn je Fleiner der 


1 
yımy, am 
Nenner, defto größer der Wert des Bruches, d. i. aber: 
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/ A 1 — 
J größer als —— oder V ?/ıoo größer als Naoo- 
ls 11% 


Die Wurzel nähert fi mithin ſtets (in beiden Fällen 
a und b) der Einheit. 


n 


a a 
XIX. Umgekehrt ift — — — Wurzeln mit gleichen 


Wurzelexponenten dividiert man, indem man ihre Baſen 
dividiert und aus dem Quotient dieſelbe Wurzel zieht. 


93 7 — 
Bd. le — — 31; — — Y'/; — J9 


3 
yv2ab ab — 
3 =| — J— 


1. Zuſatz. Oft iſt es von Vorteil, einen Bruch, der nur 
im Zähler oder nur im Nenner eine Wurzel enthält, in die 
Wurzel aus einem Bruch zu verwandeln. 



































3 3 
ME — 
In yo N yon: yı RER 
4 ve 16 3125 93 2 
93 
— 115 = Klee 5 — r — Vab?; 
Ya?’b Ya’b 
62 — — 
u N, — 
yı yı5 2 Mi 


2. Zufaß. Soll daher eine Duadrativurzel dur) n 
dividiert werden, jo hat man die Wb. durch n? zu dividieren, 
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denn OFEN _ VOSFET _ — 

eye 
tue. wer 3e\® (6 JR Bee 
— YEBF BR; 00 ER — CR (Se). 


XX. Rationalmachen des Wurzeln enthaltenden 
Nenner. 


a. 1A, EN 1 

1) Eingliedrige Nenner. Em würde al3 Tr rei 
wegen der Dipifion durch eine vielftellige Zahl eine jehr 
mühjame Rechnung erfordern. Erweitert man dagegen 


1.72 y2 2 
— mit 2 er a — — —— kenn. — 
Ha TIEREN 


— 0.70710018, Jo wird zwar dad Wurzelausziehen nicht 
eripart, aber die mühjame Divilion. Das Berfahren ift 
aljo ähnlich dem im 1. Zuſatz von XVOI Allgemein: 


n 
— mit — erweitert 
Yb 


n n n 
MR a/Yp"-! Ka alu Rrun 


N; n EB n N: b 
Yb. Has Yyıra=ı 
3y5 3 y5.Y6 
Beilpiele.e —— mit V 6 erweitert — 
2/6 2 y6.Y6 
3 y30 y30 
— 
3 3 3 
9 9 y15? 9 y225 3 y225 
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35y — 10 35y— 10 7y—1 




















35 
a, — N 2 
— — coder auch gerechnet: — = Te 

35y10.i 35y10.i 7 —— 
UNTIL or eg 2 ’ 
ee lag: 
Y3be 3be BR 
Yab 
b? hr Kıab) ab? yab? en 
£ — — = b Vab®. 





— 4 4 ab 
Ya’b Ya’b.yab® 

2) Mehrgliedrige Nenner mit Duadratwurzeln. 
Hier wendet man den Sab (a — b) (a — b) = a? — b? 


an, denn enthält der Nenner a — b oder a — b Quadrat— 
wurzeln, jo nn dieſe in a? — b? verjchwinden. 


3:8. ey — mit Y11 -+2V3 erweitert 
FE 10 (Yıl + 2Y3) Sry) 
(my) Hıteyı) (Yu) - (er) 

10 (Yıı+2y3) 10 (y1ı+2Y3) 

a TO N 9 


= —-10(Yıı +27); 
111 (io gro 


104377 10 (sy7) a 100 ag 
— 3 (10 — 3); 


Shurig, Algebra. 
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3y5-+Y2 — 

— (den gemeinſamen Faktor ſtets ausgehoben) 
3y5-+Y2 
TREE 3. 2:00 SER erweitert) 

J (daher nur mit 3/5 — 252 


(815419) (815-299) 
3 [(3y5) —(2V2)]] 

3543/10 —6Y10—4 41—3Y10 

3(9.5—4.2) ——— 
ad — BE mit 3a — 5 VYb.i erweitert 
3sa—5y—b 3a—5yb.i 

I (a+2yb.i) @a-+5 yYb.i) 

FT (Baia 

__32+6ayb. it 5ayb.i-l-iohr: 


9a? — 25bi? 


322 +10b(—1) + 11ayb.i 3a°—-10b-+-11ayb.i 
Da on (ee 92?--25b 


Zuſatz. Iſt der Nenner von der Form YA B, wo 
A oder B Duadratwurzelii enthalten, jo bejeitigt man nicht 
zuerſt die nt Wurzel, fondern erweitert mit VAT B; 
Y5—2y6 
a hi erweitert mit V8 — 3/6 
Ys+3y6 
5 2y6.V8 7376 Y5 —-2y6 = 1022376 
 Versys: Ve_ayo Y(e+3y6) (8— 3yo) 
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16—2Y6) 8&—3 Ye) __ 176 —31Y6 





Vs (3/6)? NR TO 
76 — 31/6 ER ers 7 A 
— SE — Lamas: 
® — mit 4 P3 3 erweitert 
REN — 
 -6+2Y3) Yarys) (a—ys) 6+2Y3)yı6—3 
= gt — 2 73 erweitert 
 6-2Y3)Ysys-ı 16-2Y3 @y3-ı) 
eis eyan) y13.13 
Year — ayaeys—ı) V ısıy3 — 2ı7 
F 13913 IR 13 yı3 


me 


1 EN —5 
ET ee — ? Man denke ſich im Nenner 


1 
zwei Glieder, .®. ——— — erweitert mit 


@2y10—3y5) +Y2 
010-3 Y5), 12 
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Bi: 1.2y10—3y5— y2) Br 
 eyio—3y?—(Y  E—-H0y—2 
2y10—3y5—y2 


= — — — ımd num erwt. mit 8 2. 
Holy u mit 83 4 60Y2. 


3) Zwei Kubikwurzeln. Man benube die Süße: 
(a? — ab--b2) (ab) = a’+b? und (a?-—ab--b?) 


(a — b) — as — b°. 





| la YıaıYa) 


4) Zwei vierte Wurzeln. Hier ift nur (a — b) 
(a — b) = a? — b? mit denjelben Wurzeln anzuwenden. 


5 — y2 4 4 
83. B. Abe, mit V10 — V/ 3 erweitert 





Yo +y3 
MR) mE 


_ HR-V0 -YB4Y® 


mit /10 3 erweitert 
yıo—y3 ur 
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4 4 4 4 4 4 
(150/70 TB y ie) (yoo+y 9 
32 astra RR 


4 4 
V25000 — Y4000 — 7500 — yi200 + Vo250 — 360 _ yorB ̃⸗s 


7 


4 4 4 4 4 4 4 4 
5 YA0— 2 Y250 — 5) 12-+ 2) 75 + Y2250 — Y360 — 675 + Y108 
ET Te u 


xx. Ya+Yp + /a— VD (vereinfacht man nad) 
dem Sabe e — V c?, daher) 


— (Va-+yb Hera en) 
— Y(Ya+ yo)’ 2Va+ Yb -Ya— Yo+(Ya— yo) 





— Ya Yb + 2a Ba Vb) +a—Vb 
— 2a + 2/2 — (= VolatYe—] 


Es iſt nun nicht nötig, für ein gegebenes jpezielles 


Beifpiet Vı1 -+ 2 Yıo — Yırn — 2 V10, welches in 
gleicher Weile vereinfacht werden joll, die ganze Rechnung 
zu wiederholen, denn mit der vorjtehenden „Formel“ 
(jo nennt man einen allgemeinen Ausdruck, der alle fpeziellen 
Fälle gleicher Art einjchließt) erhält man unmittelbar die 
Löſung. Da jedoch dieſer jpezielle Fall noch nicht die Form 
jene3 gegebenen allgemeinen Ausdruds hat, da dort Vb 
ohne Faktor ift, fo tft erſt noch in dieſer fpeziellen 
Aufgabe der Faktor von 110 in die Wurzel zu bringen. 
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Yrıı + Yao — Vı1ı — Yo hat nun die gemwünjchte 


Form. Vergleicht man jebt damit jenen zuerft gegebenen 
Ausdrud, jo erfennt man fofort, daß an die Stelle von 
a: 11 und an die Stelle von b: 40 treten muß. Die 


Löſung iſt mithin — — — 
- hm Ve —-9)—2 
XXII. Nach dem vorjtehenden Sabe iſt 
Ydat2ye—d—Va+t Yo +/a— N, 
oder V 2a + Y@a® — an—/atYp tV/a— Yn. 





Seht man hier a — a 
J 
a FE 


Hier noch m? — Ab =.n geſetzt, alſo 4b=m?’—n 
(denn der Minuend um den Reſt vermindert, muß den 
Subtrahend geben): 


Er 
— Yan. 


Iſt nun Ym? — m eine rationale Zahl (m? — n ein 
vollftändiges Duadrat), jo wird ein Ausdrud don der 
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Form Na + Yn durch vorftehende Formel wejentlich ver- 
einfacht. 8.8.19 — 4/15 =? Zuerſt ftellt man vor- 


jtehende Form her, indem man den Faktor 4 in die Wurzel 


Bringt = 19 — 7240. Mit Ym—Yn verglichen, it 
m =19, n — 240. Dies in die Formel X eingejeht und 
das untere der Zeichen EZ genommen, giebt: 


19 1927940 
ee yes 


We Aa ee 

Be an Te To 
19 —y12l 19-+11 19 — 11 * 

2 


XXI. Wird in vorſtehender Formel n = — r? geſetzt, 
jo entjteht: 


Vası=a _ ren 
Me 2 


Kalk y m’— (— r?) J 


2 
) mtyr.i Be 25 —— 
We (— 1) oder 
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Dieſe Formel wendet man ſtets an, auch wenn Ym?—-r? 
nicht rational ift, um i aus der Wurzel herauszufchaffen. 


3.8./7/—-5 +2i=? Seiftim- —5, 1-2 


und von den Doppelzeichen das obere zu nehmen. Daher 
ee 
GEBE | y EN EEE 
BI d . g8810 — D >. 1 +5 Oi O.98518 
— Ye a. J 


10. — j 
— Ya i — 10.49 t V5.19258-1= 0.480 + 2:79 i. 


8 31. Buadralmurzelausziehen. 


A. Aus fpeziellen Zahlen, 


I. Die Duadratwurzel (d. i. die 2. Wurzel — ſ. $2, VD 
ift diejenige Zahl, welche, auf das Duadrat erhoben, die 
Wurzelbafis giebt. Es iſt VO.0256 — 0.16, weil 0.16? — 0.0256 
ift. Aus Y1 = 1, V100 = 10, V10000 = 100 x. folgt, 
daß die Duadratwurzel aus einer ein= oder zweijtelligen 
ganzen Zahl eine einftellige Zahl, die Quadratwurzel aus 
einer drei- oder vierjtelligen Zahl eine zweijtellige Zahl 
it ꝛc. 75776 muß daher eine zweiltellige Zahl geben, die 
aus z Zehnern und e Einern beftehen mag. Aus 1576 
—= 102 4 e aber folgt: 5776 = (10 z 4 e)? 
— (10)? 2.102z.e+ e=1002?—- 20z.e-+ e?. 
Seßen wir zunäcdjt 100 2? — 5776, jo muß der 100. Teil, 
d. i. z? —= 57 und daher die Zahl der Zehner z —= 7 fein. 

Y5776 kann in der That noch nicht 80 fein, da80?=— 6400. 





(7169) 


suoqalaꝰ sod vb(p bang. ↄbꝛeui a aↄag en sadızaaldugp| us 


Pnageng ‚Bunbnatsagan 290 19 gaıd 272} 
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d die Einer e unbekannt. Da die Zehner 7 bekannt 


sit V5776 = 10.7 e=70 + e oder 
-4900-42.70.e-te?. Mithin ift 5776 — 4900 
5e—+e?oder876—2. 70e--e?. Danune?gegen 
ghr Hein ift, jo mag diejes Glied einjtweilen ver— 
- werden, und man findet annähernd au 2.70e 
ie Einer e = or —=6. Da 5776 zuerjt um 


1900), dann um 2.70.66? = (140 6).6 
— 876 vermindert, den Net 0 läßt, jo iit 
— 76 die Y aus 5776. 


Ian yr 


. u⸗ 


we‘ co 


13 dieſen Betrachtungen ergeben fich für das 
urzelaudziehen folgende Regeln: 


Zahl, aus welcher die Y gezogen werden foll, iſt 
na an nach links und rechts in Klaſſen von je 
ın abzuteilen. Die erjte, einer ganzen Zahl 
de Klaſſe kann mithin aus einer oder zwei Ziffern 
»de folgende jedoch muß aus zwei Ziffern bejtehen. 


8. 8 ad — Y2]|69,|00|; Y93,746 = V93,|74|60|; 


V 0,00008 = Y 0,|00|00|80|. 


Enthält die Baſis gemeine Brüche, jo verwandelt man 
diejelben entweder in Dezimalbrüche, 


3. 8. Vi/,., = V0,o2lesl23]26]82]92]- -- 
oder man wendet $S30, XVII, 1. Zujaß an, 


65 
3. B. LEHE — — — ER, 


hat man dann ‚= 8.00226 berechnet, jo Dividiert man 
dieſe Zahl noch durch 5 
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2) Aus der erjten, Einheiten enthaltenden Klafje zieht 
man hierauf die Y nach folgender Tabelle: 


n=1,4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 
Yn=1,234:5,%8671,%83%9 


Sn der Folge giebt jede Klaſſe eine Stelle für die 
Wurzel. Daher 


Y490000 — V49|0000 | Y1,69 au u 
— 700 — 


Y0,00005 = Y 0,|00]00]50] 
— 0 7 

3) Das Duadrat der aus vorftehender Tabelle für die 
Wurzel erhaltenen erjten Stelle iſt von der betreffenden 
Klaſſe abzuziehen und dem Reſt die folgende Klaſſe an— 
zuhängen. Die folgende (zunächſt aljo zweite) Stelle der 
Wurzel erhält man nun annähernd, wenn man den jo 
vergrößerten Reit nach Streichung der letzten Stelle durch 
das Doppelte der bisher erhaltenen (als ganze Zahl gedachten) 
Wurzel dipidiert. 3. B. 


12, = 1 BEISEREN 


Een 
Der um die legte Stelle 3 verkürzte Reſt (593) durch 
das Doppelte der bisherigen Wurzel dur) 2.6 = 12) 
dDividiert, giebt annähernd die neue Stelle der Wurzel. 
Daher 59:(2.6)—= 59:12 — 4. Bis jebtift V73/,, — 0,64. 

4) Hierauf ift das Produkt der folgenden zwei Faktoren 

bon dem unverfürzten Reſt (593) abzuziehen: 

1. Faktor: Die Zehner desjelben — dem Doppelten 
der frühern Wurzel (aljo — dem foeben benußten 
Divijor); 

die Einer — der neuen Stelle. 
2. Faktor: Die neue Stelle jelbit. 


U 
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Sn vorjtehendem Beijpiele find mithin die Zehner des 
1. Saltord = 2.6 —= 12, die Einer desjelben — der 
neuen Stelle 4; der 1. Faktor ift aljo 124. Der 2. Faktor 
it = der neuen Stelle 4. Polgli iſt von 593 das 
Produkt 124.4 — 496 zu jubtrahieren und den Reſt die 
folgende Klaſſe anzuhängen. Bisher: 





Yo,41l93154]83|... — 0,64 
36 | 
593; 59:(2.6)=59:12 = 4(die2. Stelledery). 
496 — 124.4 
9754. 


Die 3. und 4. Regel hat man jo lange zu wiederholen, 
bis entweder die Y aufgeht, oder eine genügende Anzahl von 
Stellen berechnet find. 

Das lebte Beijpiel noch einige Stellen fortgefeßt: 


Yo,|41|93|54|83|87|09|... = 0,647576 
36 


593; 59:12 = 4 (2. Stelle der Wurzel) 
496 = 124.4 
9754; 975:(2.64)= 975:128=7 (3. Stelled.W.) 
9009 = 1287 .7 
7A588:.0458:(2.647)— 
64725 —12945%5 (4. Stelle d. W.) 
985887; 98588:12950 — 7 (5. Stelle der W.) 
906549 = 129507.7 


7933809; 793380 :129514 = 6 (6. Stelle 

der Wurzel). 

5) Sit das durch die vierte Regel berechnete Produft 
größer al3 jener Reſt, die Subtraftion alſo unmöglich, fo ift der 
durch die dritte Regel mittel Divifion gefundene Quotient für 
die neue Stelle zu groß und dieſe daher Feiner anzunehmen. 


8.8. Y71/, = V750|00| = 2 
ei 
350; 35:(2.2) = 35:4—= 8? 
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Da das mit diefem Quotient 8 nach der dritten Negel 
gebildete Produkt 48.8 — 384 von jenem Reit 350 
nicht abgezogen werden kann, jo ilt 8 zu groß und folglich 
verſucht man nun die nächjt Heinere Zahl 7, die ſich auch 
als die richtige erweilt, da das Broduft 47.7 = 329 von 
350 abgezogen werden kann. Die Rechnung tft nun folgende: 


Y7 5000| = 2,73861 
—4 


92 
3573524 or telle der.N%.) 
8329 = 47.7 
2100; 210:54 = 3 (3. Stelle der W.) 
1629 = 543.3 





47100; 4710:546 = 8 (4. Stelle der W.) 
43744 = 5468.8 
335600; 33560:5476 = 6 (5. Stelle der W.) 
328596 = 54766.6 
700400; 70040:54772 = 1x. 


6) Zur Vermeidung von Fehlern ift dem Ungeübten 
anzuraten, mit O in der Wurzel jo zu verfahren, wie mit 


jeder andern Stelle. 8.8 V291°/, = 
Y2|91,]75l00) = 17,080... 


191; 19:2.1) = 19:2 = 7 (2. Stelle der W.) 
189 = 27.7 (8 und 9 als 2. Stelle der W. ift zu 
groß, da ſchon 28.8 > 191!) 
275; 27:34 = 0 
0 = 270.0 
27500; 2750:340 = 8 (8. Stelle der W.) 
27264 — 3408.8 
23600; 2360 :3416 = 0 (4. Stelle der W.) 
0 = 34160.0 


23600 ꝛc. 
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7) Hat man jchon etliche Stellen der Wurzel berechnet, 
jo findet man noch eine weniger als bisher berechnet waren, 
wenn man den um die erfte Stelle der folgenden Klaſſe 
vergrößerten Reſt durch das Doppelte der bisherigen Wurzel 
dividiert. Im lebten Beijpiel blieb nach der Berechnung 
der fünf Stellen 17,080 der Reſt 23600. Man wird aljo 
durch 236000: (2. 17080) = 236000: 34160 noch weitere 
vier Stellen erhalten. 

Da nun 23600:3416 = 6909 
20496 


831040 
30744 


29600 
jo ift Y291,75 = 17,0806909. 





II. Sit Ya annähernd — n, fo findet man die Wurzel 
durch den folgenden (vom Verfaſſer R. Sch. gefundenen) 
Ausdruf mit großer Genauigkeit (auf mindejtend 3mal jo 
viel Stellen richtig, als n). 


lt) 


1. Beifpiel. YA4 —= 6,63. Mit a— 44, n = 6,63 


erhält man Yaa — 888 (1 de Tree 991 
362 | 


3 
352 
[1 Er 4.43. 1585| — 2,21 E a 175,8707 
— 2,21.3,001470398 = 6,633249580. 
(Sämtliche 9 Dezimalen find richtig.) 
2.Beifpiel. Y42 — 6,48. Nimmt man nur den 


weniger genauen Wert 64/,, fo erhält man ) 42 — 
6, 8.42 RN 8.14.4 
3 14 Errer| — 2); t+ 14,4--169 
— 6,4807407. 
(Sämtliche 7 Dezimalen find richtig.) 


94 831. Duadratwurzelausziehen. 


B. Duadratwurzel aus vielgliedrigen Buchſtabenausdrücken. 

Aus Va? — 2ab 4 b? —= a--b ergiebt fich folgendes 
Verfahren: 

Zunächſt ift die Wurzelbaſis ftreng anzuordnen (3. B. 
Itreng nach abfteigenden Potenzen der Hauptgröße). Die 
Duadratwurzel aus dem erjten Gliede diefer Wurzelbafis 
it alddann das erſte Glied der gejuchten Wurzel. Das 
Duadrat dieſes eriten Gliedes ift vom erjten Gliede der 
Wurzelbajis zu jubtrahiteren. Es bleiben Die folgenden 
Glieder der Wurzelbafis als Reſt. Das erjte Glied diejes 
Neites durch das Doppelte der Wurzel Dividiert, giebt das 
zweite Glied der Wurzel. Bon jenen Reſt ift hierauf das 
Produkt aus dem neuen Gliede und dem ſoeben ald Divijor 
benusten Doppelten der Wurzel, außerdem aber noch das 
Duadrat de3 neuen Gliedes zu jubtrahieren. Aus dem 
jedesmaligen Reſt und der ganzen bisher erhaltenen Wurzel 
findet man nun ftet3 ein neues Glied der Wurzel, wenn 
man das Doppelte der bisherigen Wurzel als Diviſor 
benubßt und das erjte Glied des Neftes durch das erſte Glied 
diejes Diviſors dividiert. Sit hierauf vom Reſt das Produkt 
aus dem neuen Öliede und dem ganzen Divijor und außerdem 
noch das Duadrat des neuen Gliedes fubtrahiert worden, 
jo verführt man mit dem neuen Reit auf gleiche Weile. 3. B. 
Y70 an + 9x? — 42nx— 30ax+49n?+4252?—? 

Geordnet: 

V9x?—30ax425a?—42nx--70an--49n?=3x— 5a —7n. 
(3x)? = 9x? 
—30ax--25a? :6x (das Doppelte d.W.) = — 5a 
(das 2. Glied der W.) 
—30ax-+25a? — Divif. 6x><n. Old. - (n. Gld.) 
—42nx--70an--49n? :6x—10a 
(das Dopp.d.W.)—=—7n 
(3. Glied der W.) 
—42nx—+70an--49n? 


0 | 
Die vorleßte Zeile nämlich =Ds. (6x-10a)<n. Öl. (-7n) + (n. L.)?. 
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2. Beiſpiel. V2-2=: Geht die Wurzel aus 


an. 
dem eriten Gliede des Polynoms nicht auf, jo trennt man 
dasjelbe nach 8 23, II, um es in 1 zu verwandeln. 


2 15 22 15 { 
2 (1 et 2) — — Yı ae Nun zieht man 


aus dem Binom allein die Y, die fchlieglich mit = zu 
multiplizieren ift. 








15 15 / 
— —— :2 (da3 Dopp. der W.) = — —; (2. Ölied der W.) 
32 16a 
15 225 ar 15 
— Sen — — (Diviſor 2) >< (m. SID. — - — (n. Gl.)⸗ 
225 15 225 
— ee, (das Dopp. der W.) — — — 
(3. Gld. der W.) 
225 3375 50625 _ Ei 225 
2560 | 2096a° I 262144a8 \“ a2) 512 at 
Me 228 \? 
512a* 
3375 50625. 15 225 
40962a° 262144a8 "Ba? 256 at 
3375 


rare; 8192 a6 (4. Eld. d. W.). 


Das Reſultat der Aufgabe iſt nun 


— — 15 225 3375 
re 16a? 512a% 8192a® 
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8 32. Kubikwurzel aus [peziellen Bahlen. 


I. Nach $2, VI ift die Kubikwurzel (3. Wurzel) diejenige 
Bahl, welche, auf die 3. Potenz erhoben, die Wurzelbafis 


3 
giebt. Es ift Y1000 — 10, weil 10° — 1000 ift; 


3 

YY/; = 1/,, weil (1/,)? = iſt. Nach 8 20 iſt ferner: 
(102 e)?=10002°--3.1002°.e+3.10z2.e?-e?, 
folglich ift auch umgekehrt: 


3 
Y10002°—+(3.1002?--3.102z.e-+e)e=10z-e. 

Sind z die Zehner, e die Einer der 3. Wurzel aus einer 
Bahl, jo ift durch die Glieder der linken Seite dieſer 
Gleihung die Regel für das Ausziehen der Kubikwurzel 
aus Speziellen Zahlen angedeutet. 

II. Das Verfahren iſt mithin folgendes: 

1) Die Wurzelbafig tft vom Komma an nad) linf3 und 
rechts in Klaſſen von je 3 Ziffern abzuteilen. Aus der 
1. Klafje, welche Einheiten enthält, ift jodann die 3. Wurzel 
nach folgender Tafel zu ziehen: 

n=1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729 

3 

ES MEN 

Jede Klaſſe giebt Stelle in der Wurzel. 


8. B. Y9738677, — V97186,1500 
3 3 
— 4 ., . (bennV64=4,/125=5). 
3 8 
V'0,00000006 — Y0,000|000|060| 
Dan 


hi 


2) Der Rubus der aus jener Tafel für die Wurzel 
gefundenen Stelle ift von der betreffenden Klaſſe abzuziehen 
und dem Reſte die folgende Klaſſe anzuhängen. 

3) Annähernd erhält man num die folgende (2.) Stelle 
der Wurzel, wenn man den jo vergrößerten Reſt nad) 
Streichung der beiden letzten Stellen durch das dreifache 


AT 
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Duadrat der bisher erhaltenen (al3 ganze Zahl gedachten) 
Wurzel dividiert. Z. B. 


3 3 
Vz nz ale 419 
aa 
LOL Eu 42,191 AB 

(die 2. Stelle der W.). 

4) Hierauf find folgende 3 Zahlen zu bilden: 

Die 1. ift der joeben benußte Diviſor (daS dreifache 
Quadrat der früheren W.); 

die 2. iſt das dreifache Produkt aus der früheren 
Wurzel und der neuen Stelle; 

die 3. iſt daS Quadrat der neuen Stelle, 

Diefe 3 Zahlen find, nachdem jede nachfolgende um eine 
Stelle nach recht3 ausgerückt ift, zu addieren, die Summe 
mit der neuen Zahl ſelbſt zu multiplizieren, das Produkt 
von jenem (underfürzten) Reſt zu jubtrahieren und dem 
neuen Reſt die folgende Klaſſe anzuhängen. 


3 
3.8. Y77,j142|857|142| = 4,2 
— 


13142; 131:48=2 


3.42 —48 
3.4.2 = 24. A 
2? — 4 B 
0038 7 a: 5044.2 


3054857 

5) Nun fünnte man, wie e3 auch bisher gelehrt wurde, 
die 3. und 4.Negel wiederholt anivenden, um die folgenden 
Stellen der Wurzel zu erhalten. Man würde alfo zunächit 
die 3. Stelle der Wurzel befommen, wenn man von dem 
um die folgende Klaſſe vergrößerten Net die beiden lebten 
Stellen jtreicht und die üibrigbleibende Zahl durch daS dreifache 
Quadrat der bisherigen Wurzel dividiert. Da aber die 
Wurzel immer mehr Stellen erhält, jo wird das Berechnen 
des Duadrat3 einer jolchen vieljtelligen Zahl jehr mühfam. 

Schurig, Algebra. 7 
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Dies läßt jich num durch das folgende (dom Verfaſſer R. Sch. 
gefundene) Verfahren vermeiden, durch welches der jedes- 
malige Divijor in jehr einfacher Weife berechnet wird. Man 
benußtnämlichhierzudiedreigahlen, welchebeider®erechnung 
der vorhergehenden Stelle nad) der vierten Kegel gefunden 
wurden, indem man die dort erhaltene Summe der drei Zahlen 
noch um die mitteljte Zahl und das Doppelte der dritten Zahl 
vermehrt. Daher in Bezug auf das vorstehende Beilpiel: 

5044 

24. die 2. Zahl A 
8 daS Doppelte der 3. Zahl B 

5292 der neue Divijor. 

Zu bemerken ift noch, daß der durch die dritte Regel 
gefundene Quotient (namentlich bei der Berechnung der 
zweiten und zumeilen noch der dritten Stelle der W.) nicht 
immer die neue Stelle giebt, daß diejelbe vielmehr oft 
eine weit Fleinere it, al3 jener Quotient. 

Beiſpiel: 

3 


y 77.|142857]142]857| = 42569.... 
4064 
13142; 131:(8.4°) — 131 :48 — 2 (2. Stelle der W.) 
3.4°—=48.. (ber lebte Divifor) 
4. 5044 


3.4.2= 2 
2? — 4 24. 
—— 8 
LOBEN, 5044.2 5292 ber folg. Ds. 
3054857; 30548 : 5292 = 5 (3. Gtelle der W.) 
3.42? = 5292... (ber lebte Ds.) 
3.42.5= 630. 535525 
Dez — 630. 
50 
260003838383 nt A 635525.5 541875 derfolg.D>. 
377232142; 3772321 : 541875 — 6 (4. Stelle der W.) 
541875. . 54264036 
3.425.6= 7650 . 7650 . 
oe 36 12 
BLDOBAZIDATURLL 54264036.6 54340608 der folg. D 


8. 
51647926857 ; 516479268:54340608—= 9 (5. St. d. W.)ꝛc. 
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3 
II. Sit Ya annähernd — n, fo erhält man die dritte 
Wurzel durch folgende (vom Verfaſſer R. Sch. gefundene) 
Formel auf mindeſtens 3mal jo viel Stellen richtig, als 
durch n bejtimmt find. 


“lt 


3 
Beijpiel. Y37=3,332.... Nimmt man nurn=3t/,, 
a— 327, \0.ergiehiztich 


3 
— 3.37 3.230427 
Yr—=lı 3772. ART, = lit in | 
64.37.27 
— — ER 
— ls 1 37.277.200 
== 3,39222185178 (j1atl.3,3322218516H1). 


IH. Mittel3 der Duadrat- und Kubikwurzel lafjen ſich nun 


u Kiel — 
auch folgende Wurzeln berechnen: —— u 


-Vy; Y U Vie 3 3.8. 7, 
elle Yo,181818...— yo, 56651633 — 0,827442. 


8 33. Die Logarithmen. Ginleitung. 


I. Aus a? —=b entjtand, wie in 82, VI und VII gezeigt 
wurde, der Ausdruck Agb—=n, gelejen: „a-Logarithmus 
von b=n“. Aus 10° — 100000 3. B. folgt !Ig 100000 
nsaus(2/,) a: S1g16/,, — 1 lo Lone 
unterjcheidet man 5 al3 Baſis (Grundzahl) des Logarithmus, 
125 als Numerus (Logarithmand, abjolıte Zahl, natürliche 
Zahl), 3 als Logarithmus. 


mir 
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Da die Logarithmen mit der Basis 10 (die defadijchen 
oder Briggsichen Logarithmen) weſentliche Vorteile vor 
allen anderen Logarithmen bieten, fo find diefe auch beim 
praftiichen Nechnen allein im Gebrauch. Sie werden 
daher gemeine oder vulgäre genannt. Die Baſis 10 
wird ſtets mweggelaffen, mithin bedeutet 18 100000 = 5 
(gelefen: „der Logarithmus von 100000 ift=5“*) jo viel 
al3 112100000 =5. Der Erfinder der Logarithmen ift 
Sohn Napier („Neper”). Bon diejem jchottländijchen 
Mathematiker wurden zuerft (um 1610) die natürlichen 
(neperjchen, hyperboliſchen) Logarithmen aufgejtellt, deren 
Baſis 2,718281828459... ift, die aber nur in der höheren 
Mathematif gebraucht werden. Aus diejen leitete Henry 
Briggs (1618) die jchon erwähnten gemeinen Logarithmen 
ab. Lebtere bezeichnet man mit Ig (oder log. oder Ig. vulg. 
d. i. logarithmus vulgaris, gemeiner Logarithmus), die natür= 
fihen Logaritdmen mit 1. (oder Ig. nat. d. i. logarithmus 
naturalis, natürlicher Logarithmus). Obgleich der große 
Nuten der Logarithmen in den folgenden SS erfichtlich wird, 
mag doch hier jchon Darauf aufmerkfam gemacht werden, daß 
diejelben in allen Höheren Teilen der Mathematik nicht bloß 
wejentliche Borteile bieten, jondern geradezu unentbehrlic) 
werden. Biele Aufgaben, die jeden Augenblick in der 
Praxis vorfommen können, werden durch diejelben oft in 
wenig Sefunden gelöjt, während jte ohne Logarithmen nicht 
bloß ungeheure Zeit erfordern, jondern außerdem noch 
bejondere Schwierigkeiten bereiten fünnen. 


II. Die logarithmijche Gleichung (bezw. der Logarithmus) 
ift richtig, wenn „Baſis Logarithmus — Nymerus“.ift, denn 
2]sb —=n ijt aud at =b eentitanden. 3.8. it 1181002, 
weil Baf. .—=10?—100 = Num. tft; "lg non — —4, 


alſo I 0,0001 =—4, weil 10-—= = 0,0001 ift; 
6]g — = — 3, teil 6° = ie: 
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$ 34. Die nulgären Togarithmen. 
Da die Zehn-Logarithmen allein im Gebrauch find, jo 
mögen auch nur dieje von jeßt an berüdjichtigt werden. 


Latte 102 = ollozunlitandig s 1201210" =): 
denn Ba. *%8- — 10% — Rum. 


n— 0 giebt Ig 10°0=0,d.1.(.S12, VI)Iz1 =0 
n=1 „ 18 101 1 oder gl0 =1 
n=2 „ k1it-2 „ 18.100 =2 
n=3 „ k10-=3 „) lg 1000=3; 


18 10000 — 4; 18100000 =35 ı. 
n=ogteblilg 107 = o, dit le a 


Schon hieraus folgt, daß Ig 31,623 zwijchen 1 und 2 
Tiegt. Sn der That it 191g 31,623 = 1,5, denn 101° 


— 10% = 10!.10%= 1010 = 10. 3,1623 
= 31,623 = Rum. 
2321210" on: 
— — 1 gejebt, giebt 1, 1071 — — 1, oder 18 
— — 1, der lg 0, 1=—1; 
n=—2: 110? = — 2, oder gn— — 2, 
oder 180,01 = — 2; 
Ebenso 180,001 = — 3; 18 0,0001 = — 4 x. 
n — — ogieft E10 T—= — om, d. i. Bu: =—o, 
oder B-=—e, oder lz 0 = — om. 


II. Betrachtet man die in I und II gefundenen Werte: 


gs o = 
lH 50 I 


E30 =—o» 
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jo ergiebt fich: Die Logarithmen der Zahlen, welche größer 
al3 1 Sind (zwiſchen 1 und oo), liegen zwilchen O und o, 
find alſo pojitiv; die Logarithmen der Zahlen, welche 
feiner als 1 und größer al3 O ſind, liegen zwijchen O und 
— oo, find alfo negativ. 


IV. Aus Z (jiehe IID erſieht man ferner: Wollte man 
links unterhalb O0 gehen, alſo negative Numeri annehmen, 
jo müßte der Logarithmus (auf der rechten Seite) unterhalb 
— o liegen. Da die unmöglich ift, jo wiſſen wir: 

Die Logarithmen der negativen Zahlen Jind 

imaginär. 

V. 10166 —p (oder vollftändig: 10 Pb; gelefen: 
„10 hoch 10-Logarithmus von b ift =b“). 

Bew. Da !Igb = 1018 h unbedingt richtig ift, und man 
links Baſis 10, Numerus b, recht3 Logarithmus 191g b unter- 
ſcheiden kann, jo muß auch „Baf. *%% — Num.“ fein, d. i. 

1023: 

Detipiel. 2108.00 22 7000.90 Sen Anders Ss hatrtite er) 

1851000 = 3 und daher jene Gleichung: 10° 1000. 


VL Ig(a.b) = Iga 4 Igb. (Vollftändig: 108 (a.b) 
— 1ga--19gb.) 

Der Logarithmus eines Produkts it — der Summe der 
Logarithmen der Faktoren. 

Dem. Unterjcheidet man links: Baſis 10, Num. a.b, 
rechts 10%]ga — 1018b als Logarithmus, jo ift Baſ. *%8- 
des Nleb „= 4.grlgar 10.2.1 1821 9 En) en 
vum. 

Beifpiel. Ig (100. 1000) = Ig 100 + Ig 1000 
—=2-43=5. Sn der That ift 18100000 =5 (}. D). 

Zuſatz. Umgekehrt ift Iga—-Igb==Ig (ab). 


vu. lg, —1ga — Igb. (Vollit.: 100g — 10a — !?Igb.) 


Der Logarithmus eines Quotient it = dem Logarithmus 
des Dividend vermindert um den Xog. des Diviſor. 
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Beim. Bau One eb —= 10.083410 
(. 812, VD=a:b(). VJ-Num. 

Beiſpiel. 151%), =1g10 —1g2 = 1— 0,30108 (f.die 
Wittfteinjchen Logarithmen Seite 1, 1. Spalte) — 0,69897. 
Sn der That ift 185 — 0,69897 (ſ. Wittjtein ©. 1). 


1. Bujaß. et =—Igb; denn lg, =1g1—Igb 
—0—-kb(.D=-Igb. 
Beiipiel. 0,25 = lg, = — Ig4. 
2. Zuſatz. B2—=—ls- Bew. Setzt man im 1. Zul. 
d ſo erhalt man lz ls d. i lg —18 
a 
Beilp. et, = — Is’ = —1g1,75. 


3. Zuſa tz. Umgekehrt iſt lg — lg — 37 lg n 


Ne en lea tlea) 

Der Logarithmus einer Potenz iſt = dem Exponent 
multipliziert mit dem Log. der Baſis. 

BEER — 1021285 — (10ER ar) V) 
— Rum. 

Beilp. 182° 61g2=6.0,30103 (f. Rittft. ©. 1) 
— 1,80618 (ſ. ®ittft. ©. 1). Sn der That findet man 
lg 64 (denn das ijt 1g 2°) = 1,80618 (auf derjelben ©. 1, 
3. Spalte). 

Buf. Umgefehrt: nlga = 1g (a? ). 


IX. lg Ya—:22. Der Logarithmus einer Wurzel ift 
derXog. der Wurzelbaſis dividiert — den N 


Iga 


Beni Bali s — Yıoıs “ ya 
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3 BEN ne AR 
3.8.18 2, = 1/9, — EEE ey 


3 
1,27875 — 0,84510 0 = 


— — I (j, Wittſt. S. )) 7 = 0,1445. 


Wie aus den nächlten SS folgt, findet man fehr leicht, daß 
3 
0,14455 der Log. von 1,3949. Folglih ift 18V25/, 


EM 
— 0,14455 = 1g 1,3949 und mithin Y2°/, = 1,3949 
jehr Schnell as: 


Zuſ. — ehem 


X. Nur die ——— der ganzzahligen Potenzen 
von 10 find rationale Zahlen; 3.8. Ig1= 0, 1g10—=1, 
lg 10000 = 4. Die Logarithmen aller übrigen ganzen 
Zahlen find irrational, alfo unendliche, unperiodijche Dezimal- 
brüche. 8. 8. ift 
lg 2==0,30102999566...; 18700 = 2,84509804001.... 

Jeder Logarithmus (d. i. in dvorjtehenden Gleichungen 
die Zahl rechts; denn die Zahl, vor welcher 1g fteht, it jtet3 
der Numerus) bejteht alfo aus einer ganzen Zahl und einem 
Dezimalbrud. Die ganze Zahl nennt man Kennziffer 
(oder Charakterijtil), den Dezimalbruh: Mantifje 
(d. i. wörtlich: Zugabe). In 18700 = 2,8450980 ift 700 
der Numerus, 2,3450980 der Logarithmus, 2 die Kenn— 
ziffer, 8450980 die Mantifje. 

Da die logarithmijchen Tafeln die Mantiffen doch nur 
bis auf eine gewilje Anzahl von Dezimalftellen enthalten 
fönnen, jo jind die Mantifjen ohne Ausnahme abgebrochene 
Dezimalbrüche. Die 7itelligen Logarithmen von Bruhns 
(die beiten Titelligen Logarithmen! 4. Auflage. 1894) 
enthalten 3. 8. 182 = 0,3010300; 1g 700 = 2,8450980. 
Für die Zwecke diejes Buches genügen 5ftellige Logarithmen, 
und zwar find hier die von Wittjtein (Hannover, Hahnſche 
Buchhandlung) gewählt worden. Dieſe wird aljo der 
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Lejer zur Hand nehmen müſſen, wenn er die nächiten SS 
verjtehen und mit Zogarithmen rechnen lernen will. 

XI. Die L2ogaritdimen der Bahlen, welde 
größer al3 1 find. 

Dalg1=0, 1g10=1, fo muß Ig 2,603 zwijchen 
0 und 1 liegen. Es iſt in der That Ig 2,603 — 0,41547. 
Daraus laſſen ſich nun die lg 26,03, lg 260,3 u. |. w. 
ableiten, denn: 1826,03—=1g (10.2,603)—=1g10-+-182,603 
(fiehe VD —= 1-- 0,41547 (fiehe I) = 1,41547; 1g 260,3 
== 1g (100.2,603)= 18100 —+ 182,608 —=2—- 0,41547 
— 2,41547; 182603 = 1g (1000 „2,6057 —1g 1000 
-+ 18 2,603 = 3 + 0,41547 —=3,41547. 

lg 26030 =1g (10000. 2,603) = 4,41547. 

lg 26030000 =17,41547 ıc. 

Die hier angegebenen Numeri bejtehen alle aus denjelben 
Biffern, wenn man dom Komma abjieht (2,6030 und 
26030 3. B.), die Mantifje ift überall dieſelbe: 41547, die 
Rennziffer ijt bei lg 26,03=1, bei lg 26030000 =|177, 
beitehen aljo die Ganzen des Numerus aus zwei oder acht 
Stellen, fo iſt die Kennziffer 1, bezw. 7, alfo immer 1 Heiner 
als die Anzahl der Stellen der ganzen Zahl des Numerus. 
Es ergeben jich mithin die folgenden wichtigen Sätze: 

A) Beitehen 2 Numeri ohne Rückſicht auf die Stellung 
des Komma aus gleichen Ziffern, jo haben ihre Zogarithmen 
gleiche Mantifjen; 

B) Beitehen die Öanzen des Numerus aus z Ziffern, 
jo ilt die Kennziffer z— 1; 

C) Umgefehrt: Sit die Kennziffer eines Logarithmus 
— k, fo bejtehen die Ganzen des zugehörigen Numerus 
au k--1 Ziffern. 

1. Beifp. 18 38,1? Nach A ift die Mantifje.des 18 38,1 
—, der desl 381, nämlich 58092 (ſ. Wittjtein ©. 9, links ob.). 
Ferner ſind die Ganzen (38) zweiſtellig, folglich iſt (nach B) 
die Kennziffer — 1— 1. Mithin Ig 38,1 = 1,58092. 

2. Beijpiel. Ig 660000? Die Mantifje it na) A 
diejelbe wie von lg 66, 18 660, 1g 6,6 2c., folglich ift fie81954 
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(j. Wittjtein ©. 16, links oben). Ferner beitehen die Ganzen 
des Num. (660000) aus 6 Ziffern, folglich ift nach B die 
Kennziffer 6—1==5. 

Daher 15 660000 = 5,8195. 

3. Beijpiel. Es fei der Ig einer unbefannten Zahl x 
befannt, 3. B. Ig x = 0,87040. Wie groß ift x? Zur 
Mantiſſe 87040 findet man in Wittit. ©. 18 links oben den 
Kum. 742. Der gejuchte Numerus x bejteht aljo aus den 
Biffern 742. Da nun die Sennziffer 0 ift, jo muß der 
Numerus nach C au8 O1 Ziffern, d.i. aus einer Ziffer 
in den Ganzen bejtehen. Daher x—= 17,42. 

Zuſatz. Die logarithmifchen Tafeln enthalten ftet3 nur 
die Mantiſſe (j. Wittjt. ©. 2 bis 24), da die Kennziffern, 
wie joeben gezeigt worden ift, fich von ſelbſt veritehen. 
Auch wäre die Kennziffer nur ftörend, denn dalg 82, 1g8,2, 
lg 82000 diejelbe Mantifje 91381 (j. Wittit. ©. 20, links 
oben) haben müſſen, fo jucht man an derjelben Stelle ſowohl 
lg82==1,91381, wie lg 8,2 = 0,91381 oder lg 82000 
— 4,91381 auf. 


XU. Die Logaritbmen echter Brühe (der 
Numeri, die Heiner als 1 und größer al3 O0 find). 

a) Die Logarithmen echter Brüche find negative Zahlen 
(. D; 3. ©. iſt 1g 0,2603 = — 0,58453. Da man nun 
in den Tafeln zu dem Numerus 2603 die Mantifje 41547 
findet (ſ. XD), jo würde da3 in XI, A aufgeftellte Gejeß Feine 
allgemeine Geltung haben. Man jtellt daher die Logarithmen 
der echten Brüche als Differenzen dar, bei welchen der 
Minuend diejelbe (pojitive) Mantifje enthält, die wir für 
die aus denjelben Ziffern bejtehenden Numeri jchon in XI 
fennen lernten. Außerdem befommt diefe Mantifje noch als 
Ganze eine fogenannte „pojitive Kennziffer”. Der 
negative Teil diejer Differenz ift ftetS eine ganze Zahl, Die 
negative Kennziffergenanntwird. Beijpiel. 18 0,2603 
— 9,41547 — 10. Hier ift die Mantiffe 41547 (aljo die 
des Ig 2,603 oder Ig 26,03 — |. XD) die pofitive Kennziffer 9, 
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die negative Kennziffer —10. Die übliche Darftellung dieſer 
Log. iſt aus den folgenden Abfchnitten b und c erfichtlich. 
b) Aus 1g 2,603 = 0,41547 (f. XI) folgt: 
lg 0,2608 = I1g (2,603 :10) = 1g 2,603 — 18 10 (f. VI) 
— 0,41547 —1; 
lg 0,02603 — Ig (2,603 : 100) = Ig 2,608 — Ig 100 
— 0,41547 — 2; 
lg 0,002603 = 0,41547 — 3; 
l& 0,0002603 = 0,41547 — 4 ıc. 

Hieraus folgt: 

A) Die Logarithmen echter Brüche (Dezimalbrüche) 
haben dieſelbe Mantifje, wie die Zahlen, welche größer als 
1 find und aus denjelben Hiffern bejtehen (j. XI); 

B) Die pofitive Kennziffer (die ganze Zahl vor der 
Mantifje) ijt jtet3 0. 

C) Die negative Kennziffer it —n (. B. — 1, —2, 
— 3,...), wenn der Numeru3 in der n!t Gtelle des 
Dezimalbruches beginnt (aljo bezw. die 1., 2., 3. ... Stelle 
zuerst Einheiten enthält). 

D) Umgefehrt: Hat ein negat. Zog. die Form 0,....—n, 
jo beginnt der Numerus in der n!® Dezimalitelle. 

1. Beijpiel. Ig 0,07? 187,1g 70, 1g 700 haben die 
Mantijje 84510 (f. Wittſt. ©.17, links oben, oder Seite, 
1. Spalte), folglich hat auch 1g 0,07 dieje Mantifje. Nach B 
iſt die pofitive Kennziffer O0 und die negative — 2, weil der 
Num. in der 2. Dezimalftelle beginnt (7 in der 2. Dezintal- 
itelle fteht). Folglich 1 0,07 = 0,84510 — 2. 

2. Beijpiel. 180,00000302? 18302 hat die Mantifje 
48001 (ſ. Wittſt. ©. 7, links oben). 

Die pofitive Kennziffer iſt jtetS 0, die negat. Kennz. —6, 
weil zuerjt in der 6. Dezimaljtelle Einheiten (3 E.) enthalten 
find. Folglich Ig 0,00000302 = 0,48001 — 6. 

c) Die im vorstehenden Abjchnitt b abgeleitete Form der 
Logaritdmen echter Brüche mit der unveränderlichen 
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pofitiven Kennziffer O0 und der veränderlichen negativen 
Rennziffer (—1, —2, —3,...) zeigt ji in der Praxis 
äußerſt unbequem. Dennoch iſt diefe Form in den meilten 
Lehranftalten eingeführt, da fich ihre Ableitung unmittelbar 
aufdrängt. Die Rechner (3.8. Ajtronomen), welche vorzug3- 
weile mit Logarithmen zu rechnen haben, benuben diefelbe 
jedoch nicht, Sondern die Form, welche nachitehend entwickelt 
werden joll und die auch wir allein benuben werden. 


Man vermehre die in Abjchnitt b erhaltenen Logarithmen 
in der pofitiven und negativen Kennziffer um jo viel Ein— 
heiten, daß jedesmal die negat. Kennziffer — 10 entiteht. 


Daher: 

lg 0,2603 = 0,41547 — 1= 9 -- 0,41547 —1 — 9 
—YAalpAg Hd: 

lg 0,02603 = 0,41547 — 2 = 8 0,41547 — 2 — 8 
— 8,41547 — 10; 

lg 0,002603 = 0,41547 — 3= 17 4-0,41547 — 3 — 7 
—7,41547 — 10; 

lg 0,0002603 = 6,41547 — 10 ıc. 


Mithin gelten folgende Regeln: 

A) Die pofitive Mantiffe iſt auch hier diejelbe wie in XL 

B) Die negative Kennziffer ift unveränderlich — 10. 

C) Beginnt der Num. in der 

1 a Be net Dezimalitelle, ſo iſt bezw. 
die poſ. Kennz. 9, 8, 7, 6,...(1O—n). 

Die pofitive Kennziffer läßt ſich auch Leicht jo bejtimmen: 
Man zählt von der 1. Dezimaljtelle an mit 9 beginnend 
rückwärts, aljo 9, 8, 7....; diejenige diefer Zahlen, die auf 
die Dezimaljtelle trifft, mit der der Num. beginnt, ift die 
gejuchte pofitive Kennziffer. 

1. Beijp. 18 0,0000078? 1878 hat die Mantifje 89209 
(ſ. Wittjt. ©.19, links oben). 
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Die neg. Kennz. iſt — 10 (ſ. B). Die pofitive Kenn— 
987654 
ziffer ift durch 0,0000078 beitimmt, denn 4 trifft auf 
die Stelle (7 Einheiten), mit der der Num. beginnt. 
Daher Ig 0,0000078 = 4,89209 — 10. 


2. Beifp. 180,3? 183 hat die Mantifje 47712, außerdem 
9 
0,3; daher 1g 0,3 = 9,47712 — 10. 


835. Gebrauch der logarikhmiſchen Tafeln. 


Das Beitimmen eines Ig aus dem gegebenen Num., oder 
eines Num. aus dem gegebenen Ig ijt ſtets mittel3 der in 
dem Wittjteinichen Buche ©. 2 bi 24 enthaltenen Tafel 
auszuführen. 


A. Das Aufſuchen de3 Logarithmus eines ein= bis vierftelligen 
Numerus. 


Man denke ſich den Numerus ſtets vierſtellig, z. B. 73 
— 18 73,00. Die drei erſten Stellen desſelben ſucht man 
in der mit N (Numt.) bezeichneten Spalte, die vierte Stelle 
rechts von L (2og.) in der erjten und lebten Zeile der Seite. 
Die zwei eriten Stellen des gejuchten Log. befinden ſich 
jenfrecht unterhalb „L“, die drei lebten Stellen in der 
Spalte, welche jene 4. Stelle des Numerus enthält. 


Bern te Lese 92.070 — 77 Selle, 23. 1 elle 
lg 94,07 = 1,97345. 
lg 0,0365 =? Man fuche den vierjtelligen Num. 3650 
auf. ©. 8 findet man als Mantiffe zum Numerus 
3650:56229, denn die 56 unterhalb L gilt vom 
Num. 364618371. Daher: 0,0365 —=8,56229 —10. 
lg 8795000 = 6,94424 (ſ. ©. 21, in der Mitte). 


Befindet fich vor den drei legten Stellen des Ig (in den 
mit 2, 3... bis 9 überjchriebenen Spalten) ein *, fo find 
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Diejenigen zwei erſten Stellen der Mantifje vorzujeben, 
welche fich auf der folgenden Zeile befinden. Daher 
lg 1,867 = 0,27114 (f. Seite 4, 7. geile). 


B. Das Aufſuchen des Numerus zu einem unmittelbar in den 
Tafeln enthaltenen Logarithmus. 


Die eriten zwei Ziffern der Mantiffe find unterhalb L 
aufzufuchen, die drei lebten Ziffern in den dreiftelligen 
Zahlen, welche fich in der mit 0, 1,2... 9 bezeichneten 
Kolonnen befinden. In derjelben Zeile, in welcher fich dieje 
drei lebten Stellen der Mantiſſe befinden, findet man in 
der Spalte N die drei erjten Stellen des Numerus, die 
vierte Stelle des Num. aber am Kopfe oder Fuße der ſenk— 
rechten Kolonne, welche diejelben drei Stellen der Mantifje 
enthält. 8.8. 
lgx — 2,66408; x = 461,4 (ſiehe ©eite 11, 2. Zeile). 
Igy = 8,54020 — 10; aus ©eite 8, 7. Zeile ergiebt ſich 

y== 0,03469 (j. die leßten Beilen von A). 

Igz = 7,41296; z — 25880000 (fiehe Seite 5, 3. Beile 
bon unten). 


(, Der Log. eine? Num. von mehr als vier Ziffern geſucht. 


Es jei der Numerus 14,0763 gegeben, alfo 18 14,0763 
gejucht. Da nur die Mantijje dieſes Ig zu juchen ijt, jo 
denfe man ſich ftet3 die vier eriten Stellen des Numerus 
als Ganze; daher 18 1407,63? Sn den Tafeln find zunächſt 
die beiden Numert aufzufuchen, zwiſchen welche der gegebene 
Numerus fällt. Seite 3 oben findet man: 

lg 1407 = 14829 
lg 1408 = 14860. 

Beitimme nun die Differenz der dieſen beiden Numeri 
zugehörenden, gleichfalls als ganze Zahl zu betrachtenden 
Mantifjen (14860 — 14829 = 31), multipliziere dieje 
(31) mit dem auf die vierftellige ganze Zahl des gegebenen 
Numerus folgenden Dezimalbruche (alfo 0,63.31) und 
addiere dieſes Produkt (0,63.31 = 19,53 — 20, da ftet3 
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nur die ganze Zahl zu berüdjichtigen ift) zu dem nächſt— 
Heinern Logarithmus der Tafeln, womit die gefuchte Mantifje 
ſich ergiebt: 

i1407 =14829 

0,63.31 = 20 
14849 al3 Mantifje des Ig 1407,63. 

Da jedoch der urfprünglich gegebene Numerus 14,0763 
it, jo ijt der zweiftelligen ganzen Zahl wegen (ſ. XI, B) 
noch 1 als Kennziffer vorzujeben. 

lg 14,0763 = 1,14849. 

Die vorjtehende Rechnung wird durch die mit P. P. 
(Partes proportionales — Proportionalteile) bezeichnete 
Spalte (auf Seite 3) mwejentlich abgekürzt. Denn erjtens 
braucht man nicht jene beiden Mantifjen vollitändig zu 
jubtrahieren, um ihre Differenz zu finden, ſondern zieht nur 
die lebte Stelle (9) der Eleinern Mantiſſe von der lebten (0) 
der nächitgrößern ab, hier alfo (da geborgt werden muß) 
9 von 10 =1. Die Differenz muß jich mithin auf1 endigen, 
folglich muß jte 31 fein, da unter P.P. 31 fich jenen Numeri 
und Mantiſſen zunächjt befindet. Zweitens enthält die dajelbft 
mit 31 überjchriebene Tafel die Zahlen 

1 (Behntel) 3,1 

nr 0,2 Die Hahlen Knast 12229, 
beziehen fich auf die Zehntel (5. Stelle) des Numerus, Die 
rechts geben für dieje Zehntel die Zunahme der Meantifje. 
Für 6 Zehntel (5. Stelle von 1407,63) beträgt aljo dieſe 
Bunahme 18,6; für3 Zehntel würde fie 9,3, für 3 Hundertitel 
(6. Stelle der Zahl 1407,63) daher 0,93 betragen. Doch 
ijt Diefe Veränderung für die 6. Stelle des Numerus nicht 
nötig, da man ja nur 9,3 eine Stelle nach rechts zu rücken 
braucht. Um 18 1407,63 zu bejtimmen, ift daher die einfache 
Rechnung folgende: 


lg 1407, — 14829 
(5. Stelle, ts 18,6 
(6. Stelle un In AMTS 9,3 


18 14,0763 = 1,14849 (nad) XI, B). 
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2. Beilpiel. 1g 0,002759087 = ? 
182705919 44075 
DER... 0,0 (UnterP.P. ftetöweggelafjen) 
BENENNEN. 12,8 | 
OR ON. 1.7182 
180,002759087 =17,44076 — 10 
D. Der gegebene Log. nicht unmittelbar in den Tafeln enthalten. 
Der Numerus geſucht. 

Vermindere die Mantiſſe des gegebenen Logarithmus 
um die nächſtkleinere in den Tafeln enthaltene Mantiſſe 
und behalte vorläufig den zu letzterer gehörenden vierſtelligen 
Numerus. Zugleich beſtimme (nach 0) die Differenz der 
beiden Mantiſſen, zwiſchen welche die gegebene fällt, um 
in dem zu dieſer Differenz gehörenden Täfelchen unter 
P. P. jenen Reſt (zwiſchen der gegebenen und nächſtkleineren 
Mantiſſe) auf der rechten Seite aufzuſuchen. Die zugehörige 
Zahl links iſt die 5. Stelle des Numerus. Iſt der Reſt 
nicht unmittelbar in dieſer Tafel enthalten, ſo benutze nur 
die nächſtkleinere Zahl, ziehe dieſe von jenem Reſt ab, ſetze 
im neuen Reſt das Komma eine Stelle weiter rechts und 
ſuche den ſo veränderten Reſt wieder in dem Täfelchen rechts 
auf, um links die 6. Stelle des Num. zu finden. 8.8. 

lgx — 2,19850 

19838 = 181579 


Aus der ( 12,0 

Tafel — 11, : Be 4 al3 5. Stelle des Numerus 

Diff. 28. PB HA e 
Daher x = —— 

2. Beiſpiel. 


lgz = 6,28083 — 10; 
28081 = 181909 


Ausder ( 2,0 
Tafel zu 0,0 giebt O al3 5. Stelle des Numerus 
Di22.8,,205, 000 — n 


Daher z= 0,000190909. 
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Dffenbar kann man den Numerus nur auf 5, höchitens 
6 Stellen beftimmen, da die bei der Benußung der Differenz- 
tafel fortwährend angehängten Nullen nicht die — 
Ziffern der gegebenen Mantiſſe find, denn ſchon die 5. Stelle 
derjelben ift durch Abbrechen des Dezimalbruches entjtanden. 
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A. x==23,76.5,89 zu berechnen. 
Es ift Igx=1g (23,76 . 5,89) —=1g 23,76 + 1g 5,89 
(fiehe $S 34, VD), folglic) 
lg 23,76 = 1,37585 
lg 5,89 = 0,77012 
lgx — 2,14597 





582 — 121399 
15,0 
ei 12,4 giebt 4 
| 26,0 giebt 8 
x= 139,948. 
2. Beifpiel. y= 386,92. 0,00089745 .1,3579; 
le 38692 = 2,58762 
1x 0,00089745 — 6,95301 — 10 
le 1,3579 = 0,13287 
lg y = 9,67350 — 10 
y— 0,471522. 


B. Der praftijhe Rechner läßt, wie e8 aud) 
hier gejchehen joll, bei allen Dperationen mit Logarithmen 
die negative Kennziffer — 10 ſtets weg. 
Damit hängt jedoch eine gewiſſe, wenn auch jehr einfache 
Veränderung zufammen, die (wenn negative Logarithmen 
beteiligt find) noch außerdem beim Addieren, Subtrahieren 
der Zogarithmen 2c. vorzunehmen if. Beim Addieren 
der Logarithmen (behufs der Berechnung eines 
Produfts) beiteht diejelbe darin, daß die etwa ent- 
ftehenden Zehner I pofitiven Een, weg= 

Shurig, Algebra. 
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zulafjen find. Sit alsdann die pofitive Kennziffer der 
Summe der Logarithmen eine nur Kleine (0, ... oder 1,...2C.), 
jo ift im allgemeinen der Logarithmus ein pofitiver, aljo 
ohne — 10. Sit dagegen die pofitive Kennziffer jehr groß 
(9,... oder 8,... 2c., wie im lebten Beijpiel), jo wird in der 
Regel — 10 zu ergänzen jein; denn in der Praxis fommen 
im allgemeinen fo Kleine Zahlen, wie fie zu den Logarithmen 
0,...— 10 oder 1,.... — 10 ac. gehören, aber ER jo 
große Bahlen, wie fie zu den Logarithmen 9,..., 8... 
(ohne — 10) gehören, nicht vor. Sollte dennoch e eine Aus⸗ 
nahme ſtattfinden und ein Zweifel herrſchen, ob Der 
Logarithmus des Nejultat3 ohne oder mit — 10 zu denken 
it, jo fieht man dies immer fehr leicht an der Aufgabe, im 
Ihlimmften Falle aber würde die vollitändige Rechnung 
darüber entjcheiden. 


8.8. z== 0,76943.28,865 ..0,0096154; 
lg 0,76943 == 9,88617 
lg 28,865 — 1,46038 
lg 0,0096154 = 7,98297 
lg z— 9,32952. 

Offenbar fehlt hier — 10, da 1.) die Kennziffer eine jehr 
große iſt, 2.) die Aufgabe fogleich erkennen läßt, daß das 
Produkt feine 10jtellige ganze Zahl fein fann (ſ. 534, XI, C); 
3.) die volljtändige Rechnung dies erweift: 


SosnlL 10 
1,46038 
7,398297 10 


lgz=19,22952 — 20, 

Da nun dem negativen Logarithmus ſtets die 
Kennziffer — 10 zu geben tft, fo find hier beide Kenn— 
ziffern um 10 zu vermindern: daher Igz — 9,22952 — 10; 
und folglich) z== 0,173588. 

Das 2. Beilpiel unter A würde mithin auch nicht jo, wie 
es dort ausgeführt ift, zu berechnen fein, jondern mit Weg— 
lafjung von — 10. 


837. Berechnung eines Quotient. 115 


8 37. Berechnung eines Buofienf, 





lg x — Ig 376,98 — Ig 4,5672 
(1.8 34, VD. 
lg 376,98 — 2,57632 
lg 4,5672 — 0,65965 
lgx—= 1,91667; x— 82,542. 
0001678 1g 0,091678—= 8,96226 — 9 ſubt 
90287554’ 1g 0,28754 — 9,45870 — 10 J lubt. 


Da der Minuend größer als der Subtrahend, jo vermehrt 
man, um jubtrahieren zu fünnen, beide Kennziffern des 
Minuend um 10, daher: 

18,96226 —- 20 
9,45870 — 10 


ey — 9,50856 — 10; y= 0,31883. 


B. Nach 8 36 B iſt die Berechnung, wie fie für das Teßte 
Beilpiel ausgeführt wurde, nicht die übliche; vielmehr rechnet 
man ohne — 10. Dann aber hat man jich bei der Sub— 
traftion der Logarithmen (behufs der Berechnung eines 
Duotient) folgende Regel zu merken: Iſt die pofitive 
Kennziffer des Minuend Eleiner als die des Sub- 
trahend, jo hat man, um jubtrahieren zu können, 
jene jtet3 um 1 Behner zu vermehren. Außerdem 
gelten die in 8 36 B gegebenen Regeln Hinfichtlich des 
Reſultates. 8. B. 


3,6149 4,6038 
m —799,95° N 5,098297 
le 3,6.. = 0,55810 le 4,6..— 0,66312 
lg 722,95 — 2,85911 le 0,098..— 8,99254 
lem — 7,69899 lan — 1,67058 


m = 0,00500022. n = 46,836. 
8* 
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0,006948 . 0,1998 i wat 5 
P = gır1. om & Mt lgp—Is Bühler 
— |g Renner = 1g (0,006948. 0,1998) 
— 1g (81,71. 0,0004256) — Ig 0,006948 -H- 1g 0,1998 
— [ig 81,71-+1g.0,0004256], daher: 


lg 0,006948 = 7,84186 ig 81,71 1,91228 
lg 0,1998 = 9,30060 1g 0,0004256 — 6,62900 
7,14246 8,54128 


Alsdann: Ig Zähler — 7,14246 Kubt 
lg Kenner = 8,54128 
lgp = 8,60118. Offenbar fehlt — 10, 
wie auch aus der Aufgabe erjichtlich ift. 
p = 0,039919. 


838. Dekadiſche Ergänzung. 

Ein Quotient, der nicht die einfache Form z hat, jondern 
zujammengejegter ijt, wie 3. B. p in 8 37, wird einfacher 
durch die dekadiſche Ergänzung berechnet. 

Die defadilche Ergänzung (abgefürzt mit d. E.) eines 
Logarithmus erhält man, indem man 10,00000 — 10 um 
jenen Logarithmus vermindert. 

1. Beiſpiel. Ig 81,71 = 1,91228; folglich 

10,00000 — 10 
1,91228 
d. E.1g 28,865 = 8,08772 — 10 
2. Beiſpiel. lg 0,04256 — 8,62900 — 10; folglich 
10,00000 — 10 
8,62900 — 10 
d. E. Ig 0,04256 = 1,37100 

Wie aus diejen Beijpielen folgt, Tann die defadifche 
Ergänzung in jehr einfacher Weiſe Dadurch gebildet werden, 
dag man alle Ziffern des Logaritimus (auch die pofitive 
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Kennziffer) von 9, die lebte Ziffer (welche Einheiten hat, 
ſ. das 2. Bei spiel) von 10 abzieht. Außerdem erhält die 
d. E. die Kennziffer — 10, wenn der gegebene Log. pojitiv 
it (f. 1. Beilpiel). Sit Dagegen der gegebene Logarithmus 
negativ mit der Kennziffer — 10 (der Num. aljo <T1), jo 
fällt — 10 weg umd die d.E. iſt ein pofitiver Logarithmus 
(1. d. 2. Beilp.). 

Anwendung der defadiihen Ergänzung. 

Anjtatt den Log. einer im Nenner (Divijor) befindlichen 
Bahl — addiert man ſeine dekad. Ergänzung. 


Bew. ig lga —Igb=Iga-- 10 — 10 —Igb 
— lga — ecke — 10) — Igb]. Dies aber iſt (ſ. die 
vorausgehende Erklärung) 
er —=1ga--d.E. Igb. 
0,006948 . 0,1998 
Beiſp. p —6 d. letzte Beiſp. in 37). 
lg 0,006948 — 7,84186 
lg 0,1998 — 9,30060 
d. E. 1g 81,71 = 8,08772 
d. E. Ig 0,0004256 = 3,37100 
l&p=8,60118; p= 0,039919. 
1. Zuſatz 1 = lg1--d.Elgb=0-+4.E1gb 


—d.E.Igb. 


—n 


1 
ID. y= gg7 00T 
d. B.1g 8978 — — — 
d. B.Ig reg — (,58990 ; 
lg y == 7,63696; je 0,0043347. 


2. Buf. lg — — d. B. Ig > (mach d. 2. Zuf.). 


8.8. 18%, = d.E.lg’/,; = d. E.lg 1,75 — 9,75696; 
aljo weit einfacher, als dur) Ig A — 18.7. 
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$ 39. Berechnung einer Pokenj. 


A. x = 2,0987°. Nach 8 34, VI: 
lgx — 6.18 2,0987. Daher: 
lg 2,0987 = 0,32195 (.6 
lgx=1,93170; x 85,448 
y == 0,076948%; 18 0,076948 — (8,88620 —10). — 
13y —35,54480 —40 

Da der negative Log. ſtets die negative Kennziffer — 10 
haben muß, jo find hier beide Slennziffern um 30 zu vers 
mindern. Daher Igy — 5,54480 —10; folglich 

y = 0,000035059. 

B. Wird der einfacheren Rechnung wegen die Kenn— 
ziffer —10 nicht gejchrieben (ſ. S36, B), jo läßt man bei 
der Multiplifation eines negativen Log. die Zehner der 
pofitiven Kennziffer weg (aljo ganz wie bei der Addition 
der Logarithmen — |. 836, B). 

In Bezug auf das lebte Beiſpiel: 8,88620 (.4 

lgy = 5,54480 

Da hier eine negative Zahl mit 4 multipliziert ift, fo 

muß aud) 5,54480 negativ jein; folglich fehlt — 10. 


- 3,915 : . 
2. Beilp. z= (ins Tas! . Da ſich 0,04936 und 


7,654 im Nenner befinden, jo it der fürzern Rechnung 
wegen die defadilche Ergänzung dieſer Logarithmen zu 
benugen. Zugleich rechnet man in folgender Ordnung: 
4.2.127,654 = 0911611 (2 
8,23222 
d. E. !g 0,04936 = 1,30662 
lg 3,915 = 0,59273 
0,13157 (.3 
lgz==0,39471;5 z= 2,4815. 
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8 40. Bereihnung einer Wurzel. 


z lg 7,8912 
A. x=17,8912. Wabh $ 34, KR: Er u: 
lg 7,8912 = 0,89714 (:3 
lgx = 0,29905 (die Mantifje jtet3 fünfitellig !). 
x= 1,9909. 


y=Y12%, = V® ; folglich 
18 89 — 1,94939 
lg 7 = 0,84510 
1,10429 (:2 
lgy == 0,55215; y==3,56575. 
7 lg 37 = 1,56820 
FEN VEIT . 
z—= Vi; 184469 — 3,65021 
1,91199 27 =? 

B. Bei einer derartigen Divijion eines Ig hat man ftet3 
zunächſt zu unterjuchen, ob der Ig ein pofitiver oder negativer 
it. Wäre 7,91799 ein pofitiver Xog. (aljo der einer Sitelligen 
ganzen Zahl), jo iſt unmittelbar zu dividieren: 7,91799:7 
— 1,13114. Iſt jedoch der zu dividierende Ig ein negativer, 
fehlt aljo —10, wie es offenbar hier der Fall iſt (da 3,65021 
größer al31,56820), jo kann man nicht unmittelbardividieren, 
(IT —10):7 

1,13114 — 1,42857 

Da nun die negative Kennziffer nie gebrochen, dieſelbe 
auch nie eine andere Zahl als — 10 fein darf, jo hätte man 
darauf zu jehen, daß nad) der Diviſion — 10 als negative 
Kennziffer erjcheint. Folglich iſt (7,91799 — 10):7 in 

(67,91799 — 70):7 umzuändern. 
lgz= 9,0257 —10; z== 0,50416. 

Wäre derjelbe Log. 7,91799 —10 durch 6 oder 5 zu 
dividieren, jo hätte man zunächſt (57,91799 — 60):6, 
bezw. (47,91799 — 50): 5 jegen müſſen. 





denn man erhielte: 
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Daraus folgt die Regel: Nechnet man, ohne die 
negative Kennziffer zu ſchreiben, und tft ein negat. 
Logarithmus, bei welchem — 10 fehlt, durch die 
ganze Zahl n (Wurzelerponent) zu didvidieren, Jo 
hat man zunächſt vor die pofitive Kennziffer —1 
als Zehner zu jegen und dann erjt die Diviſion 
auszuführen. h 

Zuſammengeſetztere Beijpiele zur Übung. 

— 8,4166 
1. Beiſpiel. u=/ 0,09247 .316,9° 
d. E.1g 316,9=17,49908 (.3 
2,497 24 
d. E. Ig 0,09247 = 1,03400 
lg 8,4166 = 0,92514 
4,45638 (:2 = 

Wäre 4,45638 ein pofitiver Logarithmus, jo würde 
unmittelbar durch 2 zu Dividieren fein und man erhielte 
lg u= 2,22819. Da aber dieje Zahl 4,45638 der Log. 
jenes Bruches unter der Wurzel der Aufgabe ijt und diejer 
Bruch wegen der großen Zahl 316,9? ein jehr Keiner echter 
Bruch fein muß, jo fehlt offenbar —10. Daher tft (j. die 
legte Negel) zu dividieren: 

14,45638 (: 2 
lsu= 7,22819;5 u==0,0016912. 


4 
0,9683 V0,066778, 
3,9782 / 
lg 0,066778 = 8,82464.(:4 
Dafür 38,82464(:4 
9,70616 
le 0,9683 — 9,98601 
d. E.1g 3,978 = 9,40034 (.2 == 8,80068 
„8,49285 (:3 
lg v = 9,49762; v— 0,8145. 





o 





2. Beilpiel. v= 
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0,9876 
6 
Y23,5 
d.E. nicht an, denn man kann einfacher rechnen: 
le 23,5 = 1,37107:6 (1. die 2. folgende Zeile!) 
15 0,9876 = 9,99458 
0,2985 1 JMD 
(9,76607 — 10):0,65. 








- Hier wendet man die 


In jo zufammengejeßten Fällen verwandelt man den 
negat. Log. in eine rein negative Zahl; 
daher: (— 0,23393) : 0,65 
lg c—= — 0,35989. 


Da nun negative Mantijjen nicht benußt werden fünnen, 
find die rein negativen Log. dadurch wieder in jolche mit 
pofitiver Mantifje umzuwandeln, daß man 10 — 10 hinzu— 
fügt. Folglich: 

lg c = (10 — 0,35989) — 10, d. t. 
lge = 9,64011 — 10; ce == 0,43663. 


DIALER DRN 5 
4. Beiſpiel. t— J—— — — Y0,73845°. 


3 
Man berechnet Y0,73845° == 0,6033 und jeßt alsdann 
t = — 0,6033. 


8 41. Einige belondere Fälle beim logarikhmiſchen 
Rechnen. 


A. Ein dem Ig rechts unten angehängtesn bedeutet, daß 
der zugehörige Num. negativ ift. Da nun zwei negative 
Zahlen multipliziert oder dividiert, ſowie eine negative Zahl 
in geradzahliger Potenz ein poſitives, eine ungeradzahlige 
Wurzel aus einer negativen Zahl ein negatives Reſultat 
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giebt, jo muß bei der Addition oder Subtraftion von einer 
geraden Anzahl n, ferner bei der Multiplikation mit gerader 
Zahl (Potenzexponent) das n verjchwinden. 


7 3 
8.8. x= —— für a— — 8,9134, b—= — 0,6589, 
ce = — 23,76, d= — 0,07288 zu berechnen. 
lg b = 9,81882, (.3 
9,45646n 


lg a — 0,95004n 
d. E. Ig ce —= 8,62415n (.2 = 7,24830 
d.E.1gd— 1,13739ı 
68,79219n (:7 
ex — 9,827461;x—=— 0,42409. 
B. Um für den Radius r den Inhalt k einer Kugel, 


, 4 4..3,141593 
d. i. den Ausdrud — = Eu ug Si zu berechnen, 


müßte man lg 4, 1g 3, 1g 3,141593, Igr benußen. Da nun 
18 = 0,62209 it, jo fürzt man die Nechnung durch 


k = (0,62209)r? ab, wofür auch 0,62209r? geſchrieben 
wird, wo der Faktor von r? jchon der Log. der Zahl iſt, die 
an diejer Stelle ftehen müßte. 


C. Unlogarithmiſche (nichtlogarithmiſche) Aus- 
drüde. Dalg (ab)—1ga-+-Igb, g -—Iga—Igbift, 
jo kann nicht au) IK (at b)—=1Igatigb fein. Mithin find 


in jolchen Fällen die einzelnen Glieder eines Ausdrucks 
bejonders zu an —3 


0,4682 u 1,8892. 
lg 0,4682 = 9,67043 (:2 


n lg 9,83522 = 0,68426. Lie: numerus 
logarithmi 9,83522 gleich 0,68426. 
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Dieſer Ausdrud bedeutet: der Numerus, für welchen der 
2og. = 9,83522 ift, ift = 0,68426. 
Für das 2. Glied: 1g 1,8892 = 0,27628 (:4 
n 1g 0,06907 = 1,17238. 
Die Aufgabe geht nun über in 


8 3 3 
V 0,68426 — 1,17238 —=V — 0,48812 = — 1 0,48812 
— — 0,78737. 


842. Hlgebra, 


I. Algebra ijt die Lehre von der Auflöfung der 
(bedingten) Gleichungen (fiehe S 1, VII und VII). Die 
Algebra findet aljo für die Unbekannte (gewöhnlich mit x 
bezeichnet) aus den mit ihr verfnüpften befannten (konstanten) 
Bahlen einen Wert, der der Öleichung genügt, d.h. der, an 
die Stelle der Unbekannten gejeßt, die linfe Seite der 
rechten gleich macht. Die Gleichung iſt dann aufgelöft. 
So ilt 3,8. 5x — 13 — 15 — 2x aufgelöjt, wenn x—=4 
gefunden it; denn in 5. 4 — 13=15 — 2.4, das ilt 
20 —13=15 — 8 ilt die linfe Seite gleich der rechten. 
Eine Öleichung fann auch mehrere Auflöjungen haben, 3.8. 
hat x? + 55 = 16x die beiden Auflöfungen x — 5 und 
x—=11,da5?+55=16.5 und au 11?+55—= 16.11 
it. Die Auflöfung einer ©leihung nennt man auch 
„Wurzel Die lebtere Gleichung hat die beiden 
Wurzeln 5 und 11. Hier it x==5 die eine Auflöſungs— 
gleihung oder Wurzelgleihung. 


II. Die Auflöfung einer Öleihung ift gewöhnlich ein 
„beitimmter” Wert, der nur eine Deutung zuläßt, 3. ©. 
x=20, x=— 3a, xX— 0. Zuweilen, wenn auch jeltener, 
ijt er jedoch ein jogenannter „unbejtimmter Wert“, der, 
unabhängig von den Gejeben für endliche Zahlen, eine 
beliebige endliche Zahl vorſtellen kann und nicht unmittelbar 
an dem Ausdruck jelbit erkennbar ift. So ift 3.9. für a als 
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endliche Zahl ſtets a — a — 0,- — 1, 1?=]. Dies gilt 


aber nicht unbedingt für Werte, bie in gleicher Weije durch O 
(unendlich Hein) oder © (unendlich groß) ausgedrüdt find. 
Sole unbeitimmte Werte find 3. 2. 


1) © — ©. Bew. Nah SA, VIund VI it 3. ©. 
&--1000= » folglich ift in diefem Fall © — © =1000. 











0 Kur. a 
2) ae Beiſpiel. En 
jein, dann ift m — — 31). 


2. Beifpiel (!). Es fei > gegeben und fir irgend 
einen Wert von x zu beitimmen. Sit x— 7, fo ift der Wert 


des Bruches nm 9 Nun fol aber in jenen 


Bruch x>=5 jein. Er wird damit Je oder 2 Welche 


Zahl bedeutet jeßt n ? Um fie zu finden, verivandelt man 


den Bruch in nee bin. St ulioex Hd 
it der Wert des —— d. i. der hier zum Vorſchein 
gekommene Ausdruck — —— = 10. Nuhr 


it x—+5 der Wert des Bruches, nämlih 7-5 = 12. 


1 
vo 0 0 
3) S; denn nn, 4) 10.00, vDenn On; 
oo 
0. 5 — J 1-1 
3)100 nenn) Fey 6) %: Eden © 


oo! [6 0) 
ol wo’ 
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7) 1° ift unbeftimmt. Bew. 


100?= 100 d. i. (1-+99)!= 100 
102== 100 (1-+9)?= 100 
Jan) (1+2)+9— 100 
1.052100 (1-+ 0,5) —= 100 
la a, (1 —- 0,002) 9 — 100 


Sebt man dies fort, jo nähert man ich immer mehr der 
Örenze: (1-0) =100, d.i. 1° —=100. Wäre man 
von 641 64 ausgegangen, aljo 

(1 Au 63)! Br 
(1-1) = 

(1-0 o1) s — jo würde 1° — 64 entſtehen. 

III. Um die gegebene Gleichung aufzulöſen, hat man ſie 
zunächſt zu entwickeln, d. h. alle Klammern, Faktoren, 
Nenner, Wurzeln ꝛc. zu entfernen, in welchen die Unbekannte 
enthalten ijt, bis fie auf eine algebraijche Summe von 
Sliedern der Form mx! gebracht ift, wo r eine ganze und 
positive Zahl, m eine beliebige befannte Zahlift. 3.8. iſt 


7,56 + (2a -- ) — = — 3x* eine entwicelte 


(erplicite) raid (7x—3)(5x-a)= 





ax LERRS 
b, —— 7=6, 
8 


a " find unentwidelte (implicite) Gleichungen. 


IV. Sit die Öleichung entwicelt, jo läßt fich der „Grad“ 
derjelben erfennen, der jich nach dem „Erponent der höchjten 
Potenz der Unbekannten”, nad) dem jogen. „Exrponent der 
Ordnung“, richtet. 

2x — 3a—=bx-—- 1 ift daher eine Gleichung vom 

1. Grade, oder einfache oder lineare Gleichung; 
13 — x?=ax eine Öleich. 2. Grades oder „quadratifche 
Gleichung“; 

x? = 125 eine Gleich. 3. Grades oder , kubiſche Gleichung“; 

die 1. Gleichung in III iſt eine Gleichung 4. Grades oder 
„biquadratiſche Gleichung“. 
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V. Die Öleihungen 1. und 2. Grades nennt man niedere, 
diejenigen vom 3. und höheren Grade: höhere Sleichungen. 

VI Die Gleichungen find entweder algebraijch (im 
engern Sinne — ſ. 8 1, VII, 2) oder trangfcendent. 
Algebraijch find folche, die eine endliche Anzahl von Gliedern 
der Form mx” haben, wie die in IV aufgeführten Gleichungen. 
Trandjcendent ijt eine Gleichung, u: ei unendlich) vielen 


Öliedern diefer Form beftehen, 3. B.x —— - Et : JE ee 


in inf. — ©%. Daher ift auch eine Gleichung, die als 
„geichlofjener Ausdrud”, d.h. als ein Ausdrud von einer 
endlichen Anzahl Glieder auftritt, eine tranzjcendente, wenn 
fie bei der Ummandlung in eine Summe von Öliedern der 
— mx"! unendlich viele Glieder erhalten würde; z. ©. 

— 10;3x + 4lgx—=5; xsinx—2. Denn die lebte 
Sleiung z. B. kann — der Süße des ‚Höhern Rechnens) 


— —— 
nur in x 35 + — at in int. 


— 2 verwandelt werden. 

Öleihungen mit unbefannten Exponenten werden 
Erponentialgleichungen genannt, 3. B. ab" =c. 
Können diejelben mittel3 der logarithmiſchen Säbe auf 
algebraiiche Form gebracht werden, jo nennt man fie auch 
„logarithmiſche Gleichungen”, z. B. 2°—= 300, denn 
nad) $ 34, VIII geht 1g (2%) = 18300 über in x. 0,30103 
— 2,47712, welche Gleichung eine algebraijche ift. 

VO. Gleichungen, welche, außer befannten Öliedern, 
x nur in einer Potenz enthalten, werden binomijche oder 
reine Gleichungen genannt; 3. B. ift ax? = b eine reine 
quadratische Gleichung. Enthalten die Gleichungen außer 
befannten Gliedern x in verjchiedenen Potenzen, jo heißen 
ſie polynomijche, gemijchte oder unreine ©leichungen. 
x?—-ax—=bift z. B. eine gemifchte quadratische Gleichung. 

VII. Alle Gleichungen vom 1., 2., 3. Örade ꝛc. können 
auf die allgemeine Form: x—=a, x?— a, x?—ax-b 


—=(, tax? -bx-c=0, x +ax®+br?’—ex 
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— d== 0 ıc. gebracht werden, wo aljo die Potenz von x fehlen 
kann, deren Erponent um 1 Eleiner als der Exponent der 
Ordnung ift, außerdem aber alle Koeffizienten der unbekannten 
Votenzen (a, b, . ...) don einander verjchieden und von 
einander unabhängig find. Jedoch fünnen nur die Öleichungen 
vom 1. bi3 5. Grade allgemein aufgelölt werden, alle 
höheren Gleichungen nur durch Verjuche (durch Näherung) 
und auch nur dann, wenn fie bloß jpezielle Zahlen enthalten. 

IX. Enthält die Gleihung außer der Unbekannten nur 
ipezielle Zahlen, jo ift fie eine numerijche, ,.B8.x°—5,7x 
— 7; ax? —b oder d3a—2x) (5b x) =abx 
dagegen iſt eine literale oder Buchjtabengleichung. 

X. Es giebt Gleichungen mit einer oder mit mehreren 
Unbekannten. ax+bx?=e iſt eine Gleichung mit einer 
Unbefannten. Die Aufgabe dagegen: „Ich fenne zwei Zahlen, 
deren Produft um 5 größer al ihre Summe und deren 
Duotient um 11/, Eleiner al3 ihre Differenz ift. Welche 
Zahlen find es?“ führt auf Öleichungen mit zwei Un— 
befannten. Denn ſetzt man die eine Zahl =x, die andere 
=y, ſo erhält man die beiden Öleichungen: 


. sy=ı-+y-5; U „a7 1. 


8 43. Ruflöſungsſähe der binomiſchen Gleichung. 
I. Eine Öleihung kann zwar nad) der allgemeinen 
Negel aufgelöft werden: „Jede der beiden Seiten ift auf 
diejelbe Weile zu verändern, wenn die Gleichheit nicht 
geftört werden joll”, jedoch bedarf der Ungeübte einer 
ipeziellen Anleitung zur Auflöfung, die ſich auf die den 
7 Spezies entjprechenden Sätze jtübt: 
1) Gleiches zu Gleichem add., giebt Öleiches; } J——— 
2) Gleiches von Öleichem fubt., giebt Gleich.; Satz II. / 
3) Gleiches mit Gleichem mult., giebt Gleiches; (Satz III.) 
u. ſ. w. 
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I. Man kann jedes Glied von einer Geite der 
Gleichung auf die andere mit entgegengejeßten 
Borzeichen fegen. (Transpofition — Transponieren 
der Glieder.) 


Bew. —b=a \ Gleiches zu 


tb= —bj Gleichem addiert: 
x=a-b 
— ſubt. 
— 


A. Mittels dieſes Satzes ſetzt man alle unbekannten 
Glieder links und alle bekannten rechts. 

1. Bfp. 11— 25x—3—= 20x23 — 46x; folglid: 
(2) — 25x —20x+46x= 23 — 1143; di. 

x = 15 (Auflöfung). 

Die Gleichung Z jchreibt man nicht, ſummiert die Glieder 
vielmehr im Kopfe. 

2. Beilp. 5 (7 — 17x) — 3 (2x — 3)? 

—2(&<+5) (5 — 6x) — 52. 

Da die Gleichung zuerit entwicdelt werden muß, jo find 
jelbitveritändlich alle Klammern ꝛc. zu entfernen. Daher: 
35 — 85x — 12x? + 36x — 27 

— — 122? — 50x--50— 52; 
x—=— 10. 

B. Sn vorjtehender Gleihung find zunächit die Glieder 
mit x? auf die linfe Seite zu jeben (da Ordnen beginnt 
man jtet3 mit der höchiten Potenz von x), Mean hätte 
dajelbft 4 12x? —12x?==0 erhalten. Allgemein: 

Stehen auf beiden Seiten gleiche Glieder (mit gleichen 
Vorzeichen), jo heben fich Diejelben (verichwinden aus der 
Gleichung). 

C. Setzt man alle Glieder der Gleichung auf eine 
(3. B. die linke) ©eite, jo iſt die Gleichung annulliert 


S 43. Auflöfungsfäge der binomifchen Gleichung. 129 


(oder nullifiziert, auf Null gebracht). Iſt z. B. x» — ax 
— x? — b gegeben, jo iſt dieſe Gleichung mit 

3 — x — ax -0 
annulliert. Iſt x— 7 die Auflöſung irgend einer Gleichung, 
fo it x— 7 — 0 die annullierte Auflöſungsgleichung oder 
annullierte Wurzelgleichung. 

D. Hebt fi) die höchſte Potenz von x ganz, jo hat 

die Gleichung eine Auflöfung:x — @. 

1. Beiipte. 5x1) — 2x=3x; 

Dx 5 —2x—B8x 
Hier hebt ih x (d. i. xt, die höcjfte Potenz der 
Unbefannten), folglih iſt x — w. 

Bew. Sn jene Gleichung 3x — 5 —=3x den Vert © 
an die Stelle von x gejeßt, giebt 3- o—-5=3- o 
d.i.o—+5=w. Da num die linfe Seite der rechten 
gleich ift (S 4, VD, jo tft die Auflöjung x = » 
richtig (S42,D. 

2. Beiſpiel. 3%-+-7=(x—4) (3x-11); 

37? --7=3r7?—ı — 44. 

Da jich x? hebt, jo iſt zunädit x=w. Es bleibt dann 

noch: 7=— x — 44; 
x—= — 51 als 2. Auflöjung der Öleichung. 

Auch in A hat das 2. Beilp. eine 2. Auflöfung: x=». 

E. Bon Vorteil ift e8, zuſammengeſetzte Ausdrücke (viel— 
jtellige Zahlen zc.), die ſich (ganz oder teilweife) wiederholen, 
einftweilen durch einfache Zeichen zu erſetzen. 

3.8. x-+5a—6b--7)? 

—=(x—5a-+6b— 7) x+15a— 1Sb-- 22); 

Da die Gleichung auch: 

x+5a—6b--7)? 
—= [x — (5a—6b-+7)] x —- 36a —6h-N- 1] 
gejchrieben werden kann, jo jeße man 5a — 6b--7=e. 

Schurig, Algebra. 9 
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Folglich: 3 atot=k—)a+3cH1); 
x? 2cx+0e?—=x?+3ex+x—cx—30?—c; 
Zunächſt hebt fih x?, daher x= m. Alsdann: 
x= — 4e?’—.c; oder 
x—= —c(4 +1), wo c=5a—6b-+7. 
In vorjtehender Form ift die Auflöfung einfacher gegeben, 
als wenn man den Wert für e wieder eingejeßt hätte: 
x—=(6b— 5a — 7) (20a — 24b —- 29). 
II. Man fann beide Seiten mit derjelben Zahl 
multiplizieren. 


Beim. — | Gleiches mit Gleichen multipliziert 
Sa, | giebt Gleiches. 


hbe=ah'd.taxreap: 


A. Mittel3 dieſes Sabes bejeitigt man die Nenner der 
Gleihung, indem man diejelbe mit dem ©eneralnenner 
multipliziert. 

——— — 
1. Beijpiel. —— 22 =3?), Ara 
Jede der beiden Seiten mit dem Generalnenner 36 mult.: 
15x— 72a— 128- 14x; 
x— 722-128; 
x—=8(9a--16). 
21 46x 2x 2 

2. Beijpiel. 21/, — a == — + 19%. 

Hier ift zunächſt 21/, mit 15/, zu vereinigen, um nicht 
zwei Zahlen mit dem zujammengejeßten Generalmenner zu 
multiplizieren. Ferner find die in 525 und 827 erwähnten 
Operationen in Anwendung zu bringen, um den Heinjten 
Generalnenner bejtinnmen zu fünnen; daher in den Nennern: 
x voran, Ausheben des gemeinjamen Faktors 2c. 

u a Der = un - — 5; mit 10 8x — 2) mult. 
5(3x—2)+21-6x=10(2x--2); 

x), 


=|r — 
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B. Die mehrgliedrigen und zujammengejeßten Faktoren 
find jtet3 vor der Multiplikation mit dem Generalnenner 
auszumultiplizieren. 9. BD. 


3 (7-2)=150% — 44, (81, — 5) ee 8) 


2 


x ZA dr 
500 (N et 22); 








»2 * 1 
= E10, 4 — 17432; 2; 
31,435; 
Dx ll 9x; 
x=]10. 


C. Bevor man mit dem Generalnenner multipliziert, 
vereinigt man die Ölieder, bei welchen dies ohne zuſammen— 
gejegteres Rechnen gejchehen kann, 3. B. die gleichartigen 
ganzzahligen Glieder und die Brüche mit gleichen Nennern; 
Brüche mit verjchiedenen Nennern jedoch nur dann, wenn 
hierdurch die Multiplikation mit dem mehrgliedrigen General- 
nenner einfacher wird. 

152% 











1. Beiip. Ba ur en ya ir 
LYRX 
2x — 79 ==103; 
158x — 157 x==790a; 
x==790a. 
2. Beilp. 
5x-47a 2i1x+2 11lx—-4a 
1 
2!) Int te 


a... GR 
36a — 24x WAR 


5 21x-+22a 6x—3a 
© SCREEN rer‘ mit 12 (2x—3a)mult. 


9* 
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20 (2x —3a)-—- 21x— 22a—=18x— 9a; 
40 x— 60a —21x— 22a=18x— 9a; 
x==73a8. 
D. Sit die Unbekannte auf der linfen Seite negativ, jo 
multipliziert man die Gleichung mit —1. 3. B. 
7x—-11=8x—17; 
—x—=—28; mit —1 mult. 
x==28. 
(Oder: Man denkt fich die unbekannten Glieder auf die 
rechte Seite, die befannten Glieder auf die linke; daher 


28=x 
und vertauſcht Die Seiten: 
== 28 


E. Sind die Glieder der Gleichung ohne Ausnahme 
Brüche und befindet fich in jedem Nenner die Unbekannte x 
in höheren Potenzen als im zugehörigen Zähler, jo hat 
die Gleichung eine Auflöfung: x= ©. DB. 

ER EPOIREN Wat) 
TEE ET 

Hier ift in den Nennern x?, xt, xt, in den Zählern nur 

xt x, x, folgid it x=@. 


Bew. Der 1. Bruch durch x gekürzt: 


19 
Ha raue, 
x 3 10 
—— 
x 
19 
I Humor 
00) 3 10 
NE men RESTE) 
One 
6) 
13 — 0,7 10, 
en 





0= 0 — 0. Da die linfe Seite der rechten 
gleich ift, jo ift au) x —= © eine Auflöjung. 
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Die gegebene Gleichung ift noch aufzulöjen, um Die für die 
Praxis wichtigeren Auflöfungen zu erhalten. Mitx (x 4-2) 
.(x— 2) oder aljo x (x? — 4) multipliziert: 
x 13x— 19)=3 &®®—4)-+10x(x—2); 
13x?— 19x—=3x?— 12-1 10x? — 20x; 
da ſich x? hebt, fo ift 


x— © (2. Auflöfung); al3dann: 








— 19x = — 12 — 20x; 
x—= — 12. (3. Auflöfung.) 


IV. Dan fann beide Seiten durch diejelbe Zahl 
Dividieren. 


Bew. bx=a EN Gleiches durch Gleiches Dividiert, giebt 





— Gleiches. 
bx 2 
Fu: 
er 
N 


A. Mittel dieſes Sabes bejeitigt man die Koeffizienten 
der Unbekannten (bringt diejelben auf — ei 


1. Beifp. = — 1 —8x—1 U — >; mit 30 mult. 


NR. 
65x21; durch 65 Div.: 


ERRNDT 
— Ton 


ee 0 mia —Dmult 
a— 20a+4b=0; 
3bx=21a— 4b; durd) 3b Div. 


7 
4 


—— —— 


B. In jeder Gleichung (von beliebigem Grade) müſſen 
die mit einerlei Potenz von x multiplizierten Glieder in ein 
Glied zujammengezogen werden, da jede Potenz nur einmal 
in der entwickelten Öleichung vorkommen darf. 
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1. Beijfp. ax— b=cex—d; 
ax cx—=b-—-d; d.t. 
(a — o)x—b—d; u) Faktor vonx div. 


b—d 
Ko 


2. Beiſp. u more, dafür: 
3a —4bx 5b—Tax _ — 
Diaa ehe Dax) 
mit 6 (2a — 3bx) (2b--ax) mult. 


3(2b + ax) (3a — 4bx) — (2a — 3bx) (bb — 7ax) 
—11(2a—3bx) (2b--ax); 
184b 9a?x — 24b?x — 12abx?— 10ab--15b?x 
— 14a?x — 21abx? = 44ab — 66b?x + 22a?x 
— 33abx’; x=m, da Sich x? hebt. Nun vereinigt man 
zunächlt die Glieder mit a?x, dann die mit b?’x. Daher 
a’x + 57b’x—=36ab; 
(a —-57b?)x—36ab 
DB. 36ab 
a? 4 57b2 


C. Bevor man die Gleichung mit dem ©eneralnenner 
multipliziert, ſieht man nach, ob fie ſich durch eine befannte 
Zahl dividieren läßt, um Heinere Zahlen zu erhalten. 3.2. 

253 115 
3x—2a 2x—3b — 
EN SR. EHRE 1 ne 
3X 9a dia 9c 

mit (3x — 2a) (2x— 3b) (3x —-2e) mult. 
11(2x — 3b) (3x -— 2c) = 4 (3x — 2a) (3x 4 2e) 
+5(8x— 2a) (2x — 3b); 
66x?— 99bx-- 44cx— 66be—=36x?— 24ax— 24cx 
— 16ac 30x? — 20ax—45bx--30ab; =». 


durch 23 div. (j.83,IV, 18) 
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44ax — 44bx-+ 20ex=30ab — 16ac-—-66be; durch 2 div. 
22ax— 22bx+10ex=15ab— Sac--33be; 
(224 — 22b-F 10e)x=15ab — Sac—-33be 

3b (5ba-+11ec) — Sac 
em ashrdehh 





D. Befindet fih x nur in einem Zähler oder in einem 
Faktor, jo entfernt man von demjelben alle Ölieder, Nenner, 
Faktoren, bis diefer Zähler oder Faktor allein bleibt. 3. B. 

(3a — 2b) (5a-+-4bx) 


SERT 537 —-16b==33; 
32 — 2b) (5 4b 
= — — 


(3a — 2b) (bat 4bx) =(a— 2b) (3a--16b); 


a—2 3 
at 1 u Dlten nina 
Ra DI (BA LUD 
— ee —5a; 
1 ffa—2b) (8a -+16b) N 
red; 


Anmerkung. Die Auflöfung it jtet3 jo zu geben, daß 
fie jich bequem berechnen läßt, wenn die Buchjtaben jpezielle 
Bahlen werden. Hiernach iſt zunächſt auf den Bruch in der 
Klammer die Bartialdivifion anzuwenden. 


9 2 
3a? + 10ab — 32b? : 3a — 2b=a- ee 
32? — 2ab (ſiehe 8 28, N). v 

—- 12ab — 32b? 
12ab— 8b? 
24h? 
N 24 b? 
Daher at] 
Ba Babe # a 6b 
=; (4-55) ba BR 
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E. Befindet ſich x nur in einem Nenner, jo wendet man 
den Sab an: „Die reziprofen a einer Öleichung jind 





: IR A) N bad 

einander gleich“. (Bew. gt = — ſo iſt auch * 
—— d b s a 1 

— —_.— ii _— —_ Hi — EIN 


reziprof genommen: 
ae Ra 
a a 
x—am=a?—4a; 
X—a? — B3Ba=ala — 38). 








F. Kann eine Gleichung durch einen unbekannten Aus— 
druck (z. B. durch x ſelbſt) dividiert werden, ohne daß ein 
unbekannter Nenner entſteht, jo erhält man aus dieſem — 0 
geſetzten unbekannten Diviſor eine Auflöſung der Gleichung. 


1. Beiſpiel. a(5x — 4)?=b(5x— 4); die Gleichung 
läßt fich durch 5x — 4 dividieren, ohne einen unbekannten 
Nenner entitehen zu lafjen, folglich muß der unbefannte 
Divilor 
5x—4 =0 gejeßt, eine Auflöfung der Öleihung geben: 

9x —4 
Beer 

Sit nach der Divifton durch den unbefannten Ausdrud 
die Unbekannte noch immer vorhanden, jo hat die Öleichung 
auch noch andere Auflöfungen. Die gegebene Gleichung 
Daher durch jenen Divijor 5x — 4 dividiert: 

a(l5x— 4) =b; 
Bax—4a=b; 








Beweis. Man annulliere Die gegebene Gleichung und 
hebe diejen Divijor aus. 
a(5x— 4) — b(5x — 4)=0; 
(5x — 4) la (5x — 4) —b] =0. 
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Dieje Öleihung kann nun ſowohl durch 5x — 4 ald aud) 
dur a (dx — 4) — b div. werden. In letzterem Falle 
erhält man: 5x — 4= 0 oder x,; in erſterem Falle: 
a(5x— 4)—b=02.i. jene Öleihung a (5x — 4)=b 


mit der Auflöfung x — 0,8 — — 


2. Beiſpiel. ax — bx= ex; die Gleichung kann 
durch x dividiert werden, folglich iſt x==0. 

Probe: ax+bx— cx—0; d. i. (a -b—ec)x=(. 
Durch a ——-b— e) divid.: x=0. 

3. Beifp. (2x—a) (3ax—- 4b) (5x—6a--3b)=0. 

Die Öleihung kann ſowohl durch 2x—a, al3 auch durch 
3ax — 4b und endlich durch 5x — 6a — 3b dividiert 
werden. Folglich: 


Deaxcay (ot oe 
2) Bax—4b=0 oder x — . 
3(2a—b) 


3) 5x— 6a 3b —=0 vder x= n 


V. Beide Seiten fünnen auf diejelbe Potenz 
erhoben werden. 


AN EEE a Öleiches mit Öleichem potenziert 
BU er ER giebt Gleiches. 
n—n 
(x) an. 
x=a", 


A. Mittel diefes Sabes befeitigt man Wurzeln, welche 
die Unbekannte enthalten. 
3.8. VYa— 3x =b; quadriert: 
—— 39— p2; d.i. 
a—9x, >>b, 
— OR b? — durch — 3 dividiert: 
A — 





3 
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B. Enthält die Gleichung nur eine unbekannte Wurzel, 
jo ift diefe zunächit auf einer Seite allein zu behalten und 
dann erſt zu — 3: B. 


21, -+-1!/; — —— 














x—7 
5x7 
12 — 15; durch 3 div. 
/5x+7 Mr 
) 4x—7 28 
den ganzzahligen Faktor entfernt man nicht, daher ſogleich 
fubiert: 64.2 ano 
Re 


64 (5x N) = 125 (4x — 7); 
320x—+ 448 =500x — 875; 
180x = 1323; dur) 9 div. 
20x == 147; 
a EN 


* 


— fix (ya ar) =no, 


Te fubiert (F 20) 
4x2 (9/2 — 2x) = 27.212 —3.9.2.2x 
153.3/2.4x?— 8x3; 
36V/2.x? — 8x?= 54/2 — 108x +36 V2.x°— 8x3; 

108x— 54173; 
v2. 
2 


x 
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Anmerfung. Enthält die Gleichung Wurzeln, jo fönnen 
nicht immer alle Wurzelwerte der Gleichung genügen. Sit 


z. B. Yx = — 5 gegeben, fo giebt da8 Quadrat = 25. 
Setzt man als Brobe den Wert 25 in die gegebene Öleichung, 
io erhält man: Y25 = — 5, d.t. vollftändig 5 — — 5. 


Offenbar kann nur der eine Wurzelivert richtig fein. 

C. Die Gleihung enthalte zwei unbefannte 
Duadratwurzeln. 

Iebetipiel 
5/2x+4 —VYx=10; Diezufammengefeßtere Wurzel 
(5 Bst) =(hk-10)%:; behalte auf einer Seite und 


quadriere alsdann. 
350@x-44)—=x-+20/x- 100; 
50x=x-20/x; 
49x—=20V/x; quadriert (ſ. B) 
2401 x?=400x; durdhxdid., folglich x==0 ().IV,F). 


2401 x==400; 
400 
— 7 0.166597. (Statt der unbe 


quemen gemeinen Brüche bejjer Dezimalbrüche.) 


2. Beifpiel. 3=2/2x+13 — V8x--7. Hat das 
unbefannte Glied unter den beiden Wurzeln gleiche Vor— 
zeichen (wie es hier der Fall ilt: 2x und 8x pofitiv), fo 
behalte eine Wurzel allein auf einer ©eite. 


3-+-1V8x+-7=2)2x-+13; quadeiert: 
946Y8x+7 +8 -N)=4.(2x-+13); di. 
16--6/8x-+7=52; 
6 Y8x--7=36; durd) 6 div. 
Y8x+7=6; quadriert (f. B) 
8x-17=36 
Be 
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3. Beifpiel. 
Y11—4x=3—2)x—Y,; hier läßt fi der Bruch 


1/, bejeitigen: 
Y11—4x=3—Y4x— 2. Hat das unbefannte Glied 
unter den beiden Wurzeln verfchiedene Vorzeichen (hier — 4x 
und — 4x), fo jeßt man beide Wurzeln auf eine Seite: 


11—4x+V)4x—2=3; quadriert: 
(Yı1-4x)’+2.Y11 —4x.Y4x—2-+ (V4x—2)’=9; 
0.1.11 — 4x2 (11 —4x)(dx— 2) --4x—2=9; 


2 (11 — 4x) (4x — 2)= 0; durd) 2 div., dann quadriert: 
(11— 4x)(4x—2)=0. Nach dem 3. Beilp. in IV, F: 
nl) Ax Dunnerx ae 
2) Ax—- 2 —=0nderx—H,. 


D. Enthält die Öleichung zwei unbekannte Kubikwurzeln, 
jo ſind dieſe allein auf einer Seite zu behalten und Die 
Gleichung zu fubieren. Nach S20 geben die beiden Wurzeln 
4 Glieder. Hat man dann aus den beiden Mittelgliedern 
den gemeinjamen Faktor ausgehoben, jo jind die mit dieſem 
Faktor multiplizierten Wurzeln denen in der Aufgabe gleic) 
und man kann daher auch für diejelben den durch die Auf— 
0 Pie Wert einjegen. 3. B. 





2 — 4-9 — — 53 — 5; die Wurzeln auf eine Seite: 
irger: Seren Eubiert: 


(ass) —3- (2 a Vex 53-48. armer: 
Me) — er 
Be 2 79.} Y8x — 53 


— 
ae: F 3) (Bx  58, 125, 
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Da nun die beiden Wurzeln in der 2. Klammer den 
Wert 5 haben (fiehe Seite 140, 5. Zeile von unten), jo geht 
vorjtehende Gleichung über in: 


3 
8x4 72 — 6/(x +9) (8x — 53).5 —8x453—=125; 


7 


3 
d.i. — 30 /(x+9)(8x—53)—=0; 
durch — 30 div. und dann fubiert: 
(x 4 9) (8x — 53) = 0, 
folglich (1. IV, F): 
In x 9er —9, 
2), 8x 58-0; x=6ß),. 
VI. Aus beiden Seiten fann man dieſelbe 
Wurzel ziehen. 
Dez —a h Gleiches mit Gleichem radiziert giebt 
nn Gleiches. 


DAT 2.8 n 
Yx" —Ya d.i x—JYa. 


A. Durch diefen Sat wird die n. Potenz der Unbekannten 
auf die 1. zurücdgeführt. 


1. Beifpiel. x?= 32; die 5. Wurzel ausgezogen: 





5 5 

a 

Ra 

5x8 — 4 
9) . In en el hen] — — 
2. Beiſpiel. aan He ee 1b 


mit 3(6 — 7x?) (x®-1) mult. 
3(5x°— 4) (x? 1) — 3 (9x? — 2) (6 — 7x?) 
—4(6 — 7x?) (x?--1); 
15x°—- 3° — 12 4 189x6 — 204x° — 36 
— — 28x° — 4x? 24; 
232x° — 197x?= 0; durd) x? div., folglich x? = 0; 
und x 0. 
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Nach der Divifion: 
2322? — 1970; 


— 
232’ ls 197 = 2,29447 
__ 1/197 lg 232 = 2,36549 jubt. 
21.282 ,9,92898: 3 
x 0,94696; lg x — 9,97633 


B. Um die Öleichung vollitändig zu Löfen, iſt zu berüd- 
fihtigen, daß die n. Wurzel n verichiebene Werte hat. 
3x? — 5 7—5x’ 
Beijpiel. — 6* ons 
3x?—5 7— 5x’ N 
Far) Bar 
(2x?-+-3) (2x?— 3) = 4x*— 9, daher mit 6(4x?— 9) mult. 
Slaxt Hr aRl sie 3 (Axt 0) 


9x — 15= —20xt-+58x?—42 — 12x + 27; 
41x — 58x?=0; durd) x? div. (X 0) 
41x?—58=0; 
A538; 
583 
— 5 
———— 


O. Iſt x nur in der Baſis einer Potenz enthalten, jo iſt 
dieſe Potenz allein auf einer Seite zu behalten und auch von 
allen äußeren Faktoren und Diviſoren zu befreien. Dann erſt 
find die Seiten zu radizieren. 3. D. 











— 2 
24/5 — 2"); Fe) — 11415; mit 30 mult. 
— 2 
84 7 (a) — 58; 
„(ax?—9\2 
75 (6) BG: 
a) 
32?4+7 Tas 
gen 
eu ht 
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Br, 
4x —9 _ 4327— 9 h 
1) 35 —— — (588784412) 5x2 7 0,588784; 
4x2 —-9 == 1,766352x? 171.10, 
14,121488;| x=+0,91980. 
2953649 x0= 19, 121488: 
9 
eg 1813,12..—1,11798 
13,121488 le 2,23..=0,34901 
a 2.233648 0,76897:2 
ze H224938: lg x==0,38449. 


D. Übung3beijpiele: 
7 


——— 
1. Beiſp. 8/5x?—=3V11x’; 


7 sr 
8V5.V Yesyıı. yz = 














— Vz 
Er 

ayıl Yx? 

7 

AT Hr. 

4 


3yıı 
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28 IESS-PVISB3) 4185 --7d.E.lg11 




















IE: = 13 
lg x —= 9,80256 
x = 0,63469. 
5x—1\3 x—4 \3 ; 
2. Bip. Y( — ) +3[ = ) 
5X— 1\3 x—4 3 
— ) ———— je 
5 —0 
Es ſei —— SE N) — y, folglich iftderreziprofe Wert 
x--4 \3 1 N } 
E — ) ar Dieje Werte eingejeßt: 
—J 
—— y ar) 


y?—6y-9=—=0; 2.1. (. 818,0) 
Ga: 
as), 
y=3; di. (f. ob.) 


=—)=3; 3 
— TV 


DR u 
u aanob, 


5x—1=1,44225 x + 5,769; 
8,5959775 x == 6,769; 
BEE, 
3. Beifp. 123(11x— 3)’=17(14x-+5)7; ftet3 
durch den kleineren Koeff. div. 
7 
aldi 8) = (14x 1a) 
7 
y123/,, .(1lx—3)=14x--15; 
1,3267 11x—3)=14x--15; 
x7=831,97: 
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4. Beilp. ax —b(c — x’); 
Be >; L: 


Verme-e 
(14 Ya 


—C 
—— 





9— 


VII. Man kann von beiden Seiten denſelben (vulgären) 
Logarithmus nehmen. 
Gleiches mit Gleichem logarithmiert 
10=10 giebt Gleiches. 
106 ax — 10]&b oder lga* —=1gb, daherxlga==1gb, 
_lgb, (. $ 33, VID). 
lga 
Mittel3 dieſes Sabes berechnet man unbekannte Exrponenten. 
A. Sind die Bajen der Potenzen oder Wurzeln gleich, 
jo müſſen auch die Exrponenten gleich jein. 
Bew. an — ar, folglich Ig (a) = Ig (at), d.t. nlga 
—=rlga, folglich n1 r. 
In dieſem Falle bedarf es alſo keiner logarithmiſchen Tafeln. 








x. 2x 
1. Beijp. eye, — 
5x—3 7 2x 
en EN 
5x—3 DEMF2X 
RN" - — da die Baſen (a) 
— 





gleich ſind: 24 ——— * mit 108 mult. ıc. 


x=— 135. 
Schurig, Algebra. 10 
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DIR 5 
2. Beilp. V243 eh I N 
hier laſſen jich die Bafen gleich machen: 


838 — — — 
V35.7(83)°—3 —38 ey: 





5 3x— 9 24 — 66x 
PIIRRIIET ER Pe — ; 
5 3x 9 24 66x 
gta rng‘te 5, folglich 
SR — — 
a 
50 45x — 135 = 120 4 144 — 396x; 
__349 
u Aa, 


B. Verſchiedene Bafen. Hier ift die Löfung nur 
mittel3 der logarithmiſchen Tafeln möglich). 


BE 
1. Beifp. 7.52 =V35°+1; von beiden Seiten 
den Ig genommen: 


N 3 
——— Teer di. 
— elssr un). 
En 
l 
137+(5 —1)185 = eu 
TEE eisen, 
6lgE7+3xlg5 —6lg5 = 2x1g35 4 21835; 
(21835 —3185)x=61g7 — 6185 — 21835; 
6187 — 6185 — 21835 
21835 —31g5 
Ihon die Logarithmen ein, um x unmittelbar zu berechnen, 


x 
le 7-H1g5? 





x= Entweder jet man jeßt 
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oder man verfährt in folgender Weile. Dalg35 —=1g(5.7) 
—=185—+-1g7, fo it 
6187 —6185— 2185 —21g7 _41g7— 8185 
ST uno Lelemsies 217g, 


Die Partialdivifion giebt nun: 





6185 
aler—8lgb: 257 ar en 
4187 — 2lg5 

— 6185. Daher: 
— lg 56 ran 1815825 
X Tr —Ie5 (ſ. 533, VII, Zuf.) =?2 1e (49 : 5) (49 : 5) 
1815625 __ 4,1938 
a Too ask 
2. Beijp. xl8x — 123; den Log. genommen: 


lgx.lgx==1g123; 
(Igx)?—= 2,08991; (Man fchreibt auch 
lg?x; Igx? würde 2lgx bedeuten!) 
lgx = + V2,08991 = + 1,44565; 
daher 1) Igx = 1,44565; folglid x = 27,903. 


2) Igx = — 1,44565 = (10 — 1,44565) — 10 
(ſ. 8 40, B, 3. Beijp.) = 8,55435 — 10; daher 
x = 0,035839. 


8 44. Proporfionslehre. 


I. Verhältnis. Über die Entjtehung des Verhältnifjes 
und der PBroportion iſt $ 2, IV, 2, e nachzulejen. 

A. Bei einem Verhältnis a: b unterjcheidet man: a als 
Borderglied, b Hinterglied. Die unbenannte Zahl, welche 
dem Verhältnis gleich iſt (ſ. S2, IV), nennt man Erponent 
des Verhältnijjes; in 12 .M:8M ift ?/; —= 1!/, der 
Erponent; in 60cm:2m ilt er, da die beiden Verhältnis- 

10* 
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glieder gleichbenannt fein müfjen, aljo 60 cm: 200 cm gedacht 
werden muß, = Yo = io. 5:8 (der Erponent <T1) 
ilt ein fteigendes, 3:2 (der Erp. > 1) ein fallendes 
Verhältnis. 60Kk:20k und 21 9:7 A jind gleiche Ver— 
hältnifje, da fie gleiche Exrponenten (3) haben. 

B. Es it 18:2 — I18/ — 8 — 8:2. Verhältniffe 
können alſo gekürzt und erweitert werden. Beiſpiel. Der 
Beſitz des N verhalte ſich zu dem des P wie 3%/,:55/, (lies 
33/, zu 55/6), folglich auch (mit 12 erweitert) wie 45:70, 
alfo auch (durch 5 gekürzt) wie 9:14. Su dieſer Form, 
ausgedrüct durch Heinjte ganze Zahlen, ift dag Verhältnis 
offenbar weit überfichtlicher. Zuweilen ift es noch praftijcher, 
die Heinere Verhältniszahl auf 1 zu bringen. Hier aljo noch 
durch 9 gefürzt: 1:15/,. Man weiß jebt, daß P 15/mal 
jo viel hat al3 N. 

C. Wird N nmal fo groß, während das von N abhängige 
P gleichfall3 nmal jo groß wird, jo jtehen N und P in 
direftem (oder geradem) Verhältnis, 3. B. Gewicht und 
Preis einer Ware. Wird dagegen N nmal jo groß, während 
da3 von N abhängige P nmal jo Klein wird, jo ftehen N 
und P in indireftem (oder umgefehrtem, veziprofent) 
Verhältnis. VBerhält ſich 3. B. die Zahl der Arbeiter wie 
3:5, jo verhält ſich die Zeit, welche jte zu einer Arbeit 
brauchen, umgefehrt wie 3:5, aljo direft wie 5:3. 

Allgemein: Berhält fih N zu P „umgefehrt wie a:b“, 
jo verhalten fie jich direkt wie b:a, daher auch durch ab 
gefürzt) direft wie ei, d. 1. Direkt wien: Ber- 
halten ih aljo 2 Örößen umgefehrt wiea:b, jo 
verhalten fie jich dDireft wie die reziprofen 
Berhältniszahlen (wien: 

I. Die Broportion (f. S 2, IV, e) ift nur eine 
befondere Form einer algebraifchen Gleichung, denn es muß 
doch gleichgültig fein, ob eine Öleichung die gorma:b=c:x, 
oder z.B. a:b=c-+-x hat. 
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1) Die Proportion a:b = e:d, die jelbjtveritändlich 
auch 28 geſchrieben werden kann, wird gewöhnlich 


geleſen: „a verhält ſich zu b wie ce zu d“. Sie beſteht aus 
2 Verhältniffen a:b und e:d, die offenbar gleich fein, d.h. 
gleiche Exrponenten haben müjfen, da jonft das Gleichheit3- 
zeichen feinen Sinn hätte. Die 4 Glieder der Proportion 
werden auch Broportionalen (Broportionalzahlen, 
Proportionallinien 2c.) genannt. Da a das erſte Glied (de 
1. Berhältnifjes), c gleichfall3 das erſte Glied (des 2. ©.) 
it, jo nennt man a und c, daher auch) b und d gleich 
namige Ölieder, a und d, oderb unde ungleichnamige. 
Lebtere teilt man ein in äußere Glieder (a und d) und in 
innere oder mittlere (b und e). 

2) Sitbnidt = e, Jo ijt die Prop. eine diskrete. 
Sit b=c (4. B. 4:6=6:9), jo nennt man die Prop. 
eine jtetige (oder Fontinuierliche) und das Mittelglied 
(6 in der lebten Prop, oder m in aam=m:d) die 
„mittlere Broportionale” oder daS „geometrijche 
Mittel” zwilchen a und d. 

3) Verhält fih A:B:C:D=a:b:c:d, fo nennt man 
diefe Form „fortlaufende Proportion“ und verjteht 
ptelelbe 10, vap A:B—a:b, B:O—=b:c, 0:D=e:d, 
folglih auch z. B. D:B=d:b. 

Aufgabe. Es verhalte ſich A:B wie 8:9, B:C wie 
24:25, C:D wie 10:7. Wie verhalten ib A:B:C:D? 

Auflöjung. A:B:C:D 

324 
24:25 

Man bringe zunächſt 9 und 24 auf das Kleinste gemeinfame 
Bielfache 72, erweitere daher das 1. Verhältnis mit 8, da3 
2. mit 3: 

64:72:75 
1097: 
Hierauf iſt 75 und 10 auf daS EKleinfte gem. Vielfache 
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150 zu bringen, daher die drei erſten Verhältniszahlen 
mit 2, das lebte Verhältnis mit 15 zu erweitern: 
128:144:150:105 =A:B:C:D. 

B.DJUL BED 31442105: 482851 

IH. Lehrſätze. 

1) Das Produkt der inneren Glieder ift — dem Produkt 
der äußeren. 

Bew. Sita:b==c:d gegeben, d. i. aud) — ſo 
ergiebt ſich durch Multiplifation mit bd: ad=be. 

Mittel dieſes Sabes berechnet man in der Prop. ent— 
haltene Unbekannte. 

1.9 Beiiptelit 8201-1083 Tolalih 8x = 976; 

= 1, 

Das 4. Glied (welches man bei der Löſung von Auf- 
gaben gewöhnlich unbekannt jeßt) ift aljo — dem Produkt 
der Mittelglieder dividiert durch das 1. Glied. 

2. Beijpiel. 

x+5:3x— 7=2x-1:6x—11; 
x +5) (6x— 11)=(3x— 7)2x-+1); 
6x?--19x— 55 =6x?— 11x— 7; x=o) 
302 2 
x — 13). 
BUDED az eK: he: 
x -aD 
x—YVab. Das geometriſche Mittel 
zwijchen zwei Zahlen ijt aljo die Quadratwurzel aus ihren 
Produkt. Umgekehrt it Vm.n das geometriiche Mittel 
zwilhen m und n und es muß daher: 
m:/Ymn=Ymn:n jein. 

2) Die Proportion ift eine richtige, wenn entweder 
die Erponenten beider Verhältniffe einander gleich find 
(j. I, 1), oder wenn das Produkt der äußeren Glieder 
gleich dem Produkt der inneren ijt. 
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3) Aus zwei gleichen Produkten kann man eine Broportion 
bilden, wenn man die Faktoren des einen Produkts auf die 
äußeren, die des andern auf die inneren Glieder verteilt. 
3-8. kann man au 2ax—=3be die Prop. 22:3b=e:x 
bilden. 

4) Eine Broportion bleibt eine richtige, wenn man die 
inneren oder auch die äußeren Glieder gegenfeitig vertaufcht. 
Aus a:b=e:d folgt 3. B. a:c=b:d oder d:b=e:a; 
denn immer bleibt ad =be. Daher folgt auch aus 
1,3 3. B. A:a=D:d. 

5) Jedes äußere Glied einer Broportion fann mit einem 
innern erweitert oder gekürzt werden. Denn ijt die Broportion 
a:i—=/i:a, fo ift auf aa ii. Wird nun linf3 eins 
von den äußeren Gliedern dividiert, jo muß auch rechts ein 
bon den inneren Gliedern dividiert werden. 3.2. 

40:35 — 36: x; das 1. und 2. Glied durd) 5, 
dann das 1. und 3. Ölied durch 4 gefürzt: 
Ber FIIR 


6) Aug a:b=e:d 
unDsash-—o:f 
7) Die beiden erſten Glieder einer Proportion fünnen 
durch Addition und Gubtraftion beliebig verändert werden, 
wenn dasſelbe in gleicher Weile mit den beiden lebten 
Gliedern gejchieht (Die jogen. forrejpondierende Addition). 
Sit z.B. a:b=ce:d gegeben und ändert man jedes Ver— 
hältnis in folgender Weife um: „1. — 1. — 2. Glied 
: 2. Glied — 1. lied“, jo entjteht: 
a—a—b:b—a=c-+c—d:d—., d.i. 
2er. ea — de de rd oc 
Bew. ae:a=—be:b iſt eine ftet$ richtige Broportion, 
da der Erponent in beiden Verhältnifjen e iſt. Jene Ver— 
änderung auf dieſe Broportion angewandt, giebt: 
ae-ae— a:a— ae—=be+tbe—b:b—be, d.t. 
alte — 1): al—)=b(le-e—1):b(1—e). 


folgt: e:d = e:f. 
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In beiden Verhältniffen ilt der Erponent —— a. folglich 
ijt die veränderte Proportion richtig. 


Zuſatz. Statt a:b=e:d hätte man au) a:c—=b:d 
jeben fünnen (f. 4. Sab); folglich Faun jene Veränderung 
auch mit a und ec einerjeit3 und bund d anderfeits, d.i. mit 
dem 1. und 3. Öliede und in gleicher Weije mit dem 2. und 
4. Gliede vorgenommen werden. 

8) Bisher teilte man die Berhältniffe und Proportionen 
in arithmetifche und geometrijche ein. Bei erjteren 
war die Differenz charakteriftiih 4.8. 7— 4= 20 —17), 
bei leßteren der Quotient (4.8.12:4= 21:7). Der Zweck 
der Einführung der arithmetiichen Broportion war einzig 
und allein der, das arithmetiſche Mittel (die 
Durchſchnittszahl) von zwei verjchiedenen Zahlen zu finden. 
Diez kann aber viel einfacher und allgemeiner in folgender 
Weiſe gejchehen. 

Aufgabe. Es jeien die Größen a, b, c, d gegeben und 
e3 ſoll das arithmetiihe Mittel derjelben gejucht werden, 
d. h. eine Zahl, die, Amal als Summand gejebt, diejelbe 
Summe giebt, wie die der vier gegebenen Größen. 
Auflöfung. Sit dad gejuchte arithmetiſche Mittel m, jo 
il afom-mm-+m=a-tb-c+d 

d.i. Am—=atb+c+d fein. Folglich ift 
Warbrrcrd 


4 
Allgemein: Das arithmetiſche Mittel von n Zahlen 
ift = der Summe der Zahlen dividiert durch ihre Anzahl. 
Beim geometrifchen Mittel tritt au Stelle der Summe 
das Produkt. Sit z. B. m das geometrische Mittel zwiſchen 
den Zahlen a, b und c, ſo iſt m.m.m==a.b.e, daher 
3 


m— Vabe. (Bergl. II, 1, 3. Beijp.) Die arithmetifchen 
Berhältniffe und Proportionen werden durch dieje einfache 
Ableitung vollfommen hinfällig, daher kann e3 für uns nur 
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die geometrijchen geben, die auch allein der Gegenjtand des 
vorliegenden $ find. 

IV. 1) Die zufammengejegte Broportion entiteht 
durch Vereinigung mehrerer Proportionen in eine. Hier 
nennt man, abweichend von II, 1, diejenigen Ölieder, welche 
in ſämtlichen Proportionen in Bezug auf ein bejtimmtes 
Glied diejelbe Stellung haben, gleicynamig, daher tit 
3.28. das 3. Glied einer Broportion nur gleichnamig mit 
jedem 3. Gliede einer andern Proportion. 

2) Mehrere Proportionen können jtet3 durch Mul— 
tiplifation und Divifion der gleichnamigen Glieder vereinigt 
werden. Denn it a:b=c:d 


c:f=g:h gegeben, fo it = T 
Er 
ENT 
folglich durch Multipl.: . 7 2-l.aerbf=eg:dh 
1. Buja. A a:b=e:d 
b:e=f:g folgt daher: 
ab:be=cf:dg, 
Drei. L,Bliare=ct: 1 vofür man auch jchreibt: 
R% J 
—— :g und ſagt: 


Das Verhältnis a:e ha zulammengejeßt aus den Ver— 
hältnifjen e:d und f:g. 


TE ai atae it] = iz 

AR Weile über in f: 
ea 5 

3) Durch Addition und Gubtraftion der gleichnamigen 

Glieder fünnen mehrere Broportionen nur dann vereinigt 

werden, wenn alle Verhältniffe denjelben Erponent haben. 

Bew. Aus den gegebenen Proportionen ae:a=be:b 

si:c —dnsd 

entjtände durch Additionae+cf:a-c=be-+df:b--d 

und wenn in Diejer Brop. die äußeren und inneren Glieder 
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multipliziert werden (j. IH, 2), ergiebt fih: (be-—-ad)f 
—=(be—ad)e. Dieje Gleichung fann aber nur richtig fein, 
wenn f = e it, d. i. wenn alle Berhältnifje der beiden 
gegebenen Proportionen denfelben Erponent haben. Beijpiel: 
207 10.26.19 

12: 6=14: 7. Da der Exponent aller Berhältnifje 2 
üt, jo können die Proportionen durch Addition oder Sub- 
traftion vereinigt werden, 3. B. 32:16 = 40:20. 


Baujas Sta:b- men 
c:d=m:n gegeben, jo fünnen Dieje 
Proportionen fubtrahiert werden, da beide den Erponent — 


haben. Um aber den unbejtimmten Ausdrud n zu bermeiden, 


hat man zuvor dag 2. Verhältnis der 1. Proportion mit 2 
zu eriveitern. 


a:b-=2mson 
Pro men 
a—c:b—d= n.:n. 


4) Sind etliche Berhältnifje einander gleich, 3.8. aı : bı 
— a, : be— ag: bez, ſo verhalten fic) die beliebig durch 
Addition oder Subtraftion vereinigten erſten Glieder zu den 
in gleicher Weije vereinigten zweiten Ölieder wie das 1. Glied 
irgend eines Verhältnifjes zu dem 2. desjelben. 9. B. 


4 -, — 3: +, —b=a:b,. 


B ew. 41: bj a VER Wu b> 

a9 . b, — 29 . b> 
add. 1 Pae: bi -b⸗ eu he f. d. vorher- 
äg . — a5 . b, fubt. E gehend. Satz. 


b; 
4 2% —2:b,+b,—b, = 25 : b,. 


5) Werden die Glieder einer fortlaufenden Proportion 
auf der linken Seite beliebig durch Addition und Subtraftion 
verbunden, alsdann auf der rechten Seite in gleicher Weile, 
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jo verhalten ich die beiden Nejultate wie jedes Glied links 

zum entjprechenden rechts. Sit 3. B. 
ANEBEIC 66 

gegeben, ſo iſt auch 
A—B-C-+-D-—-E:a—b+ce-+-d—e=D:d. 


Bew. A:a RIO 
C:e mu). d B:b = D:d 
D:d — E:e = D:d 
A+C-+D:a--+d=3D:3d B+E:b+e=2D:2d 


B-+E:b+e =2D:2djubt. 
A—B+C+D-E:a—b+c+d—e=D:d. 


S 45. Angewandte binomiſche Gleuhung und 
Proporfion. 


Um eine Aufgabe (3. B. eine in Worte gefleidete Auf- 
gabe, Tertaufgabe) durch eine Gleichung löſen zu fünnen, 
jeßt man die gejuchte Größe — einem der legten Buchitaben 
de3 Alphabetes (— x). Alsdann bildet man aus den 
Beziehungen der in der Aufgabe gegebenen (befannten) 
Größen zu der Unbefannten zwei mathematijche Ausdrücde, 
die dem Werte nach gleich, in analytiicher Beziehung (aljo 
hinfichtlich Des Nechnens) jedoch verjchieden find. Dieſe 
Werte, einander gleich gejeßt, geben die Zundamentalgleichung 
(angejeßte Gleihung), aus welcher nach den Regeln der 
lebten SS die Unbefannte berechnet wird. 

1. Aufgabe Ein Vater jagt zu jeinem Sohn: Bor 
4 Sahren war ich 9mal jo alt als du, nach 8 Jahren werde 
ich nur noch 3mal jo alt fein. Wie alt it jeßt der Vater 
und der Sohn? 

Auflöfung Der Sohn jet jebt x Jahre alt, folglich 
war er vor 4 Sahren x — 4 Sahre, der Vater 9 (x — 4) 
— 9x — 36 Sahre alt, mithin iſt jetzt der Vater 
9x—36--4=9x— 32 Sahre alt. Nach 8 Sahren tft 
der Sohn x—+ 8, der Bater 3 (x --8)— 3x 24 Jahre, 
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der Vater jeßt 3x + 24— 8—=3x--16 Jahre. Da der 
Bater jetzt ſowohl 9x — 32, al3 au) 3x—-16 Jahre alt 
it, jo hat man die Gleichung: 
9x—32—8x- 16; 
6x==48 

x— 8 (Sahre das Alter des Sohnes, ie 
angenommen). Das jebige Alter des Vaters 3. B. 

3x+16=3.8-—16=40 Fahre. 


2. Aufgabe. Sch kenne einen Brud, dejjen Zähler um 
8 kleiner ijt al der Nenner. Vermehre ich ſowohl den 
Zähler als auch den Nenner um 9, fo erhält der Bruch den 
Wert ?/;. Welcher Brud) ift es? 

Auflöjfung. Der Nenner des Bruches ſei x, folglich ijt 


der Zähler x — 8, der Brud) daher — 2 der veränderte 





Bruch (f. Aufgabe) = EL. Sg Hiefer den 





x-+9 x-+9 
Wert ?/; haben ſoll, fo ift 
X 9 * 
ae aufgelöft: 


sC+)=26-+9); 
x= 15 (der Nenner). 

Der Bühler = x —8=15 — 8 = 17, der Bruch alfo 7/5. 

3. Aufgabe. Ein Gefäß kann durch zwei Röhren a und b 
gefüllt werden. Läßt man die Röhre a allein laufen, jo 
braucht fie zur Füllung des Gefäßes 71/, Minuten mehr, 
al3 wenn man b allein laufen läßt. Offnet man beide Röhren 
zugleich, jo füllen fie das Gefäß in 33/, Minuten. Sn welcher 
Beit wird jede Röhre allein das Gefäß füllen? 

Auflöjfung. Die Röhre b brauche allein zur Füllung 
x Minuten, daher a allein x 71/, Min. Folglich füllt b 


Ba —— 
allein in 1 Min. — des Gefäßes, a allein in 1 Minute 


1 5 — 
EEE, mithin beide zulammen in 1 Minute 
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— — Nach der Aufgabe füllen aber auch beide 
in 1 Min. ze Bu des ne Folglich ift 


— —— — — mit 18x(5x +36) mult. 
Be 36) 90x; 
25x?-+-180x=90x-+ 648--90x; 

25x 2 n485 
— 6988 
25,92 = I 5,09117. 

Das Gefäß wird aljo von b in 5,09117 Min. gefüllt. 
Der andere Wert — 5,09 Min. iſt hier unmöglid). 

4. Aufgabe. Eine Bauersfrau ging mit Eiern zu 
Markte. An A verkaufte fie die Hälfte derjelben und 1/, Ei, 
jedes Stüd für 8 J; an B Y/; des Reſtes und 1/; Ei, das 
Stück für 7 9; an C !/, des jeßigen Neftes und Y/, Ei, 
jedes Stüd für 6 d. Sie löft 22 d. weniger, al3 wenn fie 
für jedes Ei, welches fie anfänglich bejaß, 6 9. erhalten hätte. 
Wie viel Eier hatte fie zu Markte gebracht, wie viel behalten 
und wie viel d. hatte fie gelöjt? 

Auflöjung Sie hatte x Eier. An A verkaufte ſie 
+ 1/, Eier. Sie behält, da fie x Eier gehabt und 

X 


+ 1/, verkaufte, noch (5 + ),)=3 = — Y, Eier. 
An B verfaufte fie 1/; dieſes Reſtes Ihn 1), Eid 


Us G-%)+% -=5+% Eier. Sie behielt, da fie 
vorher z — Ya gehabt, — (54 Y)= 5 — 
Eier. An O verkaufte fie %/, (5 — 2%) = 54 io 
Gier. Gietöftes. (5 + 1) +7.(5+3/:)+6.(5+ U) 
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— — —-9. Hätte fie jedes deeeee 


verkauft, jo hätte fie 6x. gelöft. Nach der Aufgabe ift nun 
AR 


> tt 7ık=6zx—22; 
17417 = 18x— 66; 
x —= 83 (Eier Budse fie anfänglich). 


Sie behielt, da fie an C at 1, Eier verkaufte umd 


vorher — 2); Ben. 3 — 7) — (3 + Yan) —* 
— ° — 29 Eier. Sie lölte 6x — 229.= 6.83 — 22 
— 4769. (Die Probe zeigt, daß fie nicht 1/5, Ya, Yı Ei, 
jondern nur ganze Eier verkauft hatte.) 

5. Aufgabe. Sch Fenne eine dreiziffrige Zahl, bei 
welcher die 1. Stelle (links) um 1 größer als die lebte, die 
mittlere halb jo groß al3 die erite. Sehe ich die 1. Stelle 
Hinter die leßte und multipliziere die jo entjtandene Zahl 
mit 3, jo erhalte ih 587 mehr als die urjprüngliche Zahl. 
Welche Zahl iſt es? 

Auflöjung. Angenommen, es jet die gefuchte Zahl 423, 
jo würde ihr Wert 4.1004-2.10-+3 fein. Iſt daher die 
leßte Stelle x, fo ift (nach der Aufgabe) die erfte x-+-1, die 
mittlere — 


> Der Wert der Zahl ift daher (x --1).100 
— —x106x 105. Setzt man die 1. Stelle 
hinter die lebte, jo find die 3 Biffern: TH - , Er x 1 mw 


folglich der Wert diefer neuen Zahl —I— 1.100-4+x. 10 


— — 1)=61x-+-51. Der Aufgabe eine iſt nun: 
3.(61x-+-51)=(106x-+- 105) -+ 587; 
183x155 — 106x105 1587; 
x—=7 (ie lebte Stelle). 
Die erſte Stelle 7+1= 8, die mittlere = °/, = 
Die gejuchte Zahl daher 847. 
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6. Aufgabe. Der Uhrenhändler A in Luxemburg ver- 
faufte eine Anzahl Uhren; die Hälfte derjelben und 9 Stüd 
an den Deutjchen D zu 9 A das Stüd, 1/; der uriprüng- 
lichen Anzahl und 11 Stüd an den Franzoſen F zu 11 Francs 
das Stüd, den Reſt an den Niederländer N zu 5 holländischen 
Gulden das Stüd. Er löfte 1159. 509. Wie viel Uhren 
hatte er verfauft? 


Yuflöjung. Er verkaufte x Uhren; an D + 9 St., 
wofür er 9 (5+ 9) M löſte. AnF verkaufte er st 11 © 


und befam dafür 11 6 — 11) Srancd. Da aber jedes Glied 


der Gleichung durch dasjelbe Maß ausgedrüdt fein muß 
(. 8 3, I, 3) und 1 Franc = t/, M ift, ſo löfte er von F: 


SE (3 — 11) zu (5+ 11) A. An C —— er 
den Reſt, d.i. (7-49) (3 — 2 — 20 Stüd, 
wofür er 5 Er — 20) Gulden befam und da 1 Gulden 
— 17/10 A, jo befam er 

BL 5 - 20) 1, (3 - 20) M 
Der Aufgabe gemäß ijt nun: 


NET ie +11)+%(2 — 20)- 1159%/;; 
+14 + 154), >= 


IE 1 TE = 12481, — in mit 120 mult. 
RL; 2352 x— 149820 — 11616; 
1047 x—= 138204; 
x— 132 (Stüd beſaß A anfangs). 


— 170=1159!% ; Dit. 


160 $ 45. Angewandte binomiſche Gleichung und Proportion. 


7.Aufgabe. A bejibt drei Sorten Kaffee, das Kilogramm 
zu 1,4 M, 1,75 A und 1,95 4. Er will 8 Rilogr. einer 
Miſchung haben, die 1,65 Kilogr. foften fol, und dazu von 
der eriten Sorte Y/, Kilogr. weniger als das Doppelte der 
drittennnehmen. Wie viel hat er von jeder Sorte zunehmen? 

Auflöjung. x Rilogr. von der dritten Sorte, daher 
bon der erften 2x — 1, Kilogr., von der zmeiten 
8— (2x — 1%) —x = 81, — 3x Kilogr. Die drei zur 
Miſchung verwandten Sorten fojten daher 1,4(2x— !/,) 
+ 1,75 (81/, —3x) + 1,95x A, die Mifhung fol aber 
auch 8.1,65 M fojten. Daher ijt 
1,4 (2x — 0,5)+ 1,75 (8,5 — 3x) + 1,95x = 8.1,65; 

2,8x — 0,7 4 14,875 — 5,25x—+- 1,95x = 13,2; 

— 0,5x = — 0,975; dur — 0,5 div. 

x—= 1,95 (Kilogr. von der dritten Sorte). 

Bon der eriten 2.1,95 — 0,5 = 3,4 Kilogr., von der 
zweiten 8— 1,95 — 3,4 — 2,65 Kilogr. 

8. Aufgabe. A hat zwei Metalllegierungen a und b. 
Sn a fommen auf 5 Rilogr. Kupfer 3 Kilogr. Zinf, in b 
auf 7 Rilogr. Kupfer 5 Kilogr. Zinf. Er will 100 Rilogr. 
einer Miſchung haben, in welcher auf je 3 Kilogr. Kupfer 
2 Rilogr. Zink kommen ſollen. Wie viel nimmt er von 
jeder Sorte? 

Auflöſung. Don a nimmt er x, folglich von 
b: 100 —x Kilogr. In a kommen auf 5 + 3 Kilogramm 
Legierung 5 Kilogr. Kupfer, folglih auf 1 Kilogr. Legierung 
5/, Kilogr. Rupfer, auf x Kilogr. der beabfichtigten Mifchung 


Er Kupfer. In b kommen auf 7 + 5 Rilogr. Legierung 


7 Rilogr. Kupfer, folglih auf 1 Kilogr. Leg. "/ıs Kilogr. 
Kupfer, auf 100 — x Rilogr. Mifchung 7/5 (100 — x) Kilogr. 


Kupfer. Folglich find in der Mifjung +, (100—x) 
Kilogr. Kupfer. Es follen aber auch in 3-2 ilogr. der 
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Miihung 3 Kilogr. Kupfer enthalten fein, d.i. in 1 Kilogr. 
der Miſchung °/, Kilogr. Kupfer und in den 100 Kilogr. 
der Miſchung 100. 3/, = 60 Rilogr. Kupfer. Folglich iſt: 


5 
+ "2 (100—2)— 60; 
| 15x-+ 1400 — 14x= 1440; 
x —= 40 Kilogr. (von a; Daher von b: 60 Kilogramm). 


9. Yufgabe Ein Hund verfolgt ein Reh, welches 
24 Schritte voraus hat. Wenn der Hund 4 Schritte macht, 
macht daS Reh 5, der Hund fommt aber mit 5 Schritten jo 
weit, wie das Reh mit7. Wie viel Schritte muß der Hund 
noch thun, um das Reh einzuholen? 














Auflöfung. 
x) 
H R C 
| | | 
5* 
SEN. NR 
LE 
— 





Jetzt ſei der Hund in H, das Reh in R; in O mögen ſie 
ſich treffen. Der Hund mache von H bi C x Schritte. 
Während der Hund 4 Schritte macht, macht das Neh 5, 
während daher der Hund 1 Schritt macht, macht daS Neh 
5/, Schr., während der Hund x Schritte macht von (H bi O), 


macht da Reh" Schritte (von R bis O). 

Der Länge nah) find 5 Hundeichritte = 7 Rehſchritte. 
1 Hundejhritt — 7/; Rehſchritt, x Hundefchritte (HC) 
— — Neffhr. (HO). Folglich iſt HC durch Rehſchritte 
in zweierlei Weile ausgedrüdt: 

Schurig, Algebra, 11 
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5x 
Ki 
28x—=480 + 25x; 
x = 160 (Schritte muß der Hund noch thun). 


10. Aufgabe Ein Faß enthält 80 Liter Weingeiit. 
N nimmt daraus 1'/, Liter und erjeßt dies durch 1'/, Liter 
Waſſer. Hierauf nimmt er aus der jebt im Faſſe befindlichen 
Miſchung von Weingeift und Wafjer wieder 11/, Liter 
heraus und erjeßt dies durch 11/, Liter Waffer. Er febt 
dieſes Herausnehmen und Erjeben durch Wafjer jo lange 
fort, bis nur noch 13 Liter Weingeift in dem Faſſe ſind. 
Wie oft hat er 11/, Liter Waſſer hineingegofjen ? 


Auflöſ. Gemiffe Aufgaben löſt man oft lieber allgemein, 
jtellt aljo eine Formel her, mit der alle jpeziellen Aufgaben 
derjelben Art gelöft find, da man jonft für einen fpeziellen 
Fall mit anderen Zahlen die ganze Rechnung wiederholen 
müßte und dies oft mit unbequemen vielitelligen Zahlen, 
während die einfachen Zeichen a, b, ... . viel überfichtlicher 
find. Es jei aljo allgemein die Aufgabe zu löfen: Das Faß 
enthalte a Liter Weingeift, b Liter werden jtet3 heraus— 
genommen und durch b Liter Wafjer erjebt; nach dem xten 
Male jeien nur noch e Liter Weingeift im Fafje. 

Nach dem 1. Male ilt 
in a Liter Miſchung: a— b Weingeift und b Wafjer, 

a—b b 
a " 7 a n 
b Pe 


A 


Da dieje b Liter (mit — Be Weingeiſt) beim 2. Male 


herausgenommen werden und vorher a — b Weingeift darin 
—b 
war, jo iſt nach dem 2. Male nur noch N“ e .b 
aber aan 


—(a—h) (1 — ) — —-= Meingeiit 


a 
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darin. Da der Inhalt des Faſſes jtet3 a Liter bleibt, jo iſt 
aljo nach dem 2. Male 





ae b ® r * 
in a Liter Miſchung: & 3 Weingeift, 
" 1 "n „ & ch " 

& 

— 

" b ” " © a. » b ” 
a 


Dies wird num herausgenommen und folglich iſt 
nac) dem 3. Male in a Liter Miſchung nur noch aD), 


a (a — bh) (2 2) — —— Weingeiſt. 


a? a? 
Sn gleicher Weile findet ae 
nach dem 4. Male — nach dem 5. Male © 
a 


allgemein 
nach dem x. Male @ ee 
4 


hat man die Gleichung: 








— b)? 


—1 2 











und da dies — c ſein ſoll, fo 











— bh)? f 
— —7; mil’a eriveiterf: 
a 
a(a—b) 
ar h) 
a—b\” e 
— 
C 
Br lgec—Iga 
— — 


bpb Baba 
a 


JJ 
lga — Ig (a — b) 
11* 


— 1 erweitert; x = 
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Sene jpezielle Aufgabe iſt nun fofort mit a = 80, 
b= zu c—=13 gelöft: 
1380 — 1813 INS 1380 — 1813 
— 880 — 18 (80 — 1,5) 1g80 — 1878,5 


1,90309 — 1,11394 __0,78915 __ f 
— 150300 180487 0,0082 96 (mal zu wiederholen). 


11. Aufgabe. A, B, O nehmen ein Zotterielos. A giebt 
hierzu 6%/,, B 41/a, C 3°/, M. Sie gewinnen 1650 .M Wie 
viel erhält jeder? 

Auflöf. Shre Anteile verhalten fich wie 6°/, : 41/,:3°),. 
Diefe unbequemen Zahlen können nach S 44, I, B auf die 
kleinſten ganzen HBahlen gebracht werden. Mit 20 
erweitert: 135:90:72, noch durch 9 gekürzt verhalten ich 
ihre Anteile wie 15 :10:8. Sit ferner das Berhältnis 
unbefannter Größen gegeben, jo jet man am einfachiten 
dieje Größen — den mit x multiplizterten Verhältniszahlen; 
denn 15x:10x:8x verhält fi) auch) wie: 15:10:8. Es 
erhalte mithin A 15x, B 10x, C 8x .% Folglich ift: 

15x 10x-+ 8x = 1650; 
(154+10-+-8)x—= 1650 
1 





Sk 650 
TE SEEITIRETT 
— 1650 F 
A erhält um ar lo 15t10-+8 abs, B erhält 
1650 1650 


x.10= -10, 0 erhält 8. 


1510-8 

Allgemein: Um eine Zahl nach gegebenen Verhältnis- 
zahlen zu teilen, Ddividiert man fie durch die Summe der 
Berhältniszahlen und multipliziert den Quotient der Neihe 
nach mit den einzelnen Berhältniszahlen. (Die fogenannte 
Öejellichaftsrechnung.) 

12. Aufgabe. A hinterläßt feinen 3 Söhnen, die 21, 
171), und 15 Sahre alt find, 9000 M, die fie nach dem 
umgefehrten Verhältnis ihres Alters teilen jollen. Wie viel 
erhält jeder? 
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Auflöfung Da fih die Anteile umgefehrt wie 
DIA 5 verhalten follen, jo verhalten fie fich Direkt 
wie Ya: . : 1/15 (j. $44,1, 0), d.i. wie Y/yı : %g5 2 is 


oder (mit 105 erweitert) wie 5:6:7. Folglich erhält nad) 
der in der vorigen Aufgabe entwicdelten Regel: der ältejte 


9000 9000 


Sohn 5t6-r7 -5, der zweite Sohn ori Der 
, 9000 
dritte SET 7 M 


13. Aufgabe. 111/, Liter fojten 2.46 109. Was koften 
40 Liter? 

Auflöjfung. x .A Soll dieje Aufgabe durch die einfache 
Proportion gelöſt werden, jo jeße man x A, in das vierte 
Glied. Das dritte Glied ift mithin 2,1 .9, da ein Verhältnis 
nur gleichartige Glieder enthalten darf. Eine Frage ent- 
ſcheidet num jehr einfach, ob das erſte Verhältnis ein jteigendes 
(11Y/, Liter: 40 Liter) oder ein fallendes (40:111/,) fein 
muß. Folglich: 11'/, Liter koſten 2,196, wie viel 40 Liter ? 
Antwort: Mehr, d. h. x it größer als 2,1 A, daher 
diejes zweite Verhältnis jteigend und folglich auch daS erite, 
da beide denjelben Exrponent haben müjjen. Es iſt aljo: 

L1!/, 40 = 2 M: x M 


40. 2,1 40.21.4 5 Ä 
77, M—= 7 MAT5, 





KR = 


Zujaß. Die N führt hier zu dem einfachen 
Anfab:x=21#%- nn va Man multipliziert alſo die mit 


der gejuchten Zahl (hier x A) gleichartige Zahl (2,1 A) 
mit einem Quotient, der daS befannte Verhältnis der 
Aufgabe (hier das Verhältnis der Liter) ausdrücdt und deffen 
Zähler mithin größer oder Fleiner als der Nenner it, 
jenachdem x größer oder Heiner als jene mit ihr gleichartige 
Bahl (2,1 4) fein muß. 


166 845. Angewandte binomifche Gleichung und Proportion. 


14. Aufgabe. Ein Kanal von 12500 m Länge, 7Y/;m 
Breite, 22/, m Tiefe wird von 4000 Arbeitern in 50 Wochen 
gegraben. Wie tief kann ein Kanal von 15000 m Länge 
werden, der bei einer Breite von 81/,; m von 5400 Arbeitern 
in 42 Wochen gegraben werden joll? 


Auflöjfung Nah dem Zuſatz der vorhergehenden 
Aufgabe hat man zunächſt: 


xm Tiefe — 2t/,mTiefe><—— , wo der Quotient zur 


Aufnahme der VBerhältniffe von Länge ꝛc. bejtimmt ift. Um 
die Länge anzufeßen: Bei 15000 Länge fann der Kanal 
nicht jo tief werden, al3 bei 12500 Länge (wenn in beiden 
Fällen die Breite, die Zahl der Arbeiter ꝛc. gleichgroß); 
daher der Zähler Kleiner als der Nenner und folglich iſt 
Me 12500... 
zunächſt x —= 2%); - m 
als bei 71/, Breite; daher: 


12500 . U, ... 
15000. 81% ... 


als von A000 Arb. ꝛc. Daher: x — 2%); - 


214,12500..15. 5400..50.3 
-5.15000.2.25.4000 .42 


15. Aufgabe. (Prozente) A fauft 11/, Bentner Kaffee 
für 175 M Die teuer muß er 6 Pfund verfaufen, wenn 
er 17/,/, gewinnen will? 


Anmerkung. 5%/, (5 Prozent) bedeutet: 100 giebt 5. 


Aufldfung Zu x A! 11), Bentner d.i. 125 Pfund 
fojten ihm im Einfaufe 175 4, daher 1 Pfund — 1,40 M, 
6 Pfund — 8,4 .4; folglih 8,4 A. im Einfaufe, x im 
Verkaufe. Ferner will er fich für 100 M (im Einfauf) 
1004 171%, = 117,5,2.1. für 1.9.:1,175 ., für 8,4 AM: 
8,4.1,175 A. geben laſſen. Folglid x = 8,4. 1,175 
—987M 


Bei 81/, Breite weniger tief 


x 24,- Von 5400 Arbeitern tiefer 


12500. 7Y/,.5400.50 
15000 . 81/,. 4000.42 


— 3%, nm (tere). 
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16. Aufgabe. (Binsrechnung.) Wie viel Zinfen (z) 
giebt ein Kapital e zu p'/, (p Prozent) in a Sahren? 

Anmerfung Die Zinjen werden auch Intereſſen 
genannt. Die Sahre find hier mit a (anni!) abgekürzt. Die 
Prozente beziehen fich bei Zinsrechnungen jtet3 auf 1 Jahr. 
Die Zahl der Prozente wird auch Zinsfuß genannt. Der 
gerichtliche Zinsfuß ift gewöhnlich 5°/,. 


Auflöjung. 
Da3 Kapital 100 giebt in einem Sahre p Binfen; 
1 
” ” „ n „ [2 100 ” 
cp 
" 2 C " 2) " n 100 " 
* cap 
” 6 2 ” a Fahren 100 ” 
aber auch z Zinjfen. Daher ijt 
BENGADN 
RK 2 


Mit diefer Formel (der Zähler erinnert an das Wort 
Kapital) laſſen fich alle Zinsrechnungen in einfachiter Weiſe 
töjen. 8. ©. 

Wie viel Binfen (x) geben 540 M zu 33/40), in 
8 Monaten? 

Auflöfung. Sn der Formel ift z durch x, e durch 540, 
a durch ?/; (Sahre), p durch 3°/, zu erſetzen. 

2 3 r 

Folgli: a ne El II 194, M 

Zufaß. Schreibt man die Formel X in der Form: 
cap 100z, jo ergiebt ich jofort eins der Elemente ec, a 
oder p, wenn man das 100fache der Zinjen durch das 
Produkt der beiden anderen Elemente Dividiert, 3. ©. 


die Zeit a — vn in Sahren. 

17. Aufgabe Wie groß ift ein Kapital e, welches zu 
p’/, in a Jahren auf k angewachjen iſt? Auflöjung: 
Kap. + Zinfen = angewadjenes Kap.; d. i. 
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de ih: 
et 709 ki ober 


x k=c ( +2) als Formel für das angewachſ. Kap.! 





Daraus folgt unmittelbar: X c= — 
Inh 

100 

18. Aufgabe. N lieh am 1. April 1894 dem A ein 
Kapital zu 5%/,, am 1. Suni 1894 dem B ein Kapital, 
welches um 200 M größer war als daS des A, zu 41/,°)o 
und erhielt von beiden am 1. Jan. 1895 an Kapital und 
Binfen 85071/; M zurüd. Wie viel hatte er Jedem 
geliehen ? 

Auflöſung. Er lieh dem A das Kapital x, dem B 
daher x+ 200. Die Zinſen des 1. Kapitals betrugen in 


RE EEN EP 





2), Sahren (f. 16. Aufg) = — 55 = 50 des 2. Kapitals 
200).4,./, 2 200 
in "5 Sahren a 


Da nun Rap. des A— Binjen de8 A— Slap. des B 
—- Binfen des B=3507%/,; fo ift 
2ix 
— ++200+ (5 +5/.)—35074/,; 
DIX 
2x4 oo 3902; 
1600x-+51x—800.3302; 
1651x=800.3302; 
x=800.2= 1600 A 
(Rap. des A). 
19. Aufgabe. Zahlt der Gejchäftsmann ein Kapital 
früher als zu der feitgejegten Zeit, jo wird ihm als Ent- 
Ihädigung ein Abzug geitattet, der Disconto (Nabatt, 
Interuſurium) genannt wird. Eigentlich müßte an dem 
frühern Termin ein Kapital gezahlt werden, welches mit 
jeinen Zinſen bis zu dem urjprünglich feitgefeßten Zahlung3- 
termin auf das zu zahlende Kapital anwächſt. Üblich ift 
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es jedoch, den Diskont nicht auf diefe rationelle Weile zu 
berechnen, jondern einfach die Zinſen des zu zahlenden 
Kapitals zu berechnen und von dieſem abzuziehen. 

Beifp. Ahatam1.März1895 8500. zuzahlen. Wie 
viel zahlt er 11%, Monate (1/; Jahr) früher, wenn ihm 
31%), Diskont bewilligt wird ? 

Auflöfung. Er zahlt x = Kap. 8500 — Binfen de3 
Kap. 8500; folglich 





us BHO, 8500 .7 
73.3900 zu 100 —=8500— 3 ‚2.100 
— 8462,81 A 


20. Aufgabe Die Terminrehnung beitimmt für 
gegebene Yahlungstermine andere Termine, jedoch jo, daß 
weder der Gläubiger noch der Schuldner dabei gewinnen 
oder verlieren. Die Zinſen von 500 A in 3 Monaten ver— 
halten ftch zu den Zinſen von 700 . in 4 Mon. (bei gleichem 
Zinsfuß) wie 500.3:700.4. Soll daher A in 3 Mon. 
500 M zahlen, wünjcht aber dafür 350 A. jchon in 2 Mon. 
zu zahlen, jo würde e3 ſich fragen, nach wie viel Monaten 
(x Mon.) der Reit 150 M zu zahlen ift. Offenbar müfjen 
nun die Binjen von 500 A in 3 Monaten eben jo viel 
betragen, wie die von 350 M in 21/, Monaten vermehrt 
um die Zinſen von 150 in x Monaten. Daher iſt 


350.2/,+150x=500.3; 
x de Monat. 


Allgemein: Die Summe der Brodufte aus Kapitalien 
und Zeiten (bei dverichiedenem Zinsfuß: die Summe der 
Produkte aus Kapitalien, Zeiten und Prozenten) ift ſowohl 
für die gegebenen Zeiten, al3 auch für Die gejuchten (x ent— 
haltenden) Zeiten zu berechnen und beide Summen einander 
gleich zu ſetzen (f. nachitehende Aufgabe). Daraus folgt 
zugleih, daß der jogenannte mittlere Zinsfuß = iſt 
der Summe der Produkte der Kapitalien, Beiten und 
(verjchiedenen) Prozente dividiert durch die Summe der 
Produkte der Kapitalien und Zeiten. 
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21. Aufgabe A hat in 6 Monaten 1000 AM, in 
11 Mon. 1500 M zu zahlen. Er will dafür die 2500 M 
in vier Terminen abtragen, deren Zwiſchenzeiten 4 Monate 
betragen jollen und zwar will er am 1. Termin 400, am 
2. 500, am 3. 700, am 4. den Reit von 900 A. zahlen. 
Nach wie viel Monaten fällt der 1. Termin? Auflöjung. 
Nach x Mon., der 2. daher nad) x—-4, der 3. nad) x-8, 
der 4. nad x-—- 12 Monaten. Folglich: 
400x500 (x&-+4) 700 (x 8)-- 900 (x—+12) 

— 1000.6-+-1500.11; durch 100 div. 
4x 5x-420 47x56 9x-- 108 
— 60-165; 
x— 4), Mon. = 1 Mon. 19 Tage. 

Anmerkung. Auch diefe „übliche“ Berechnungsweiſe 
iſt unrichtig, da jenes erite Kapital erit in 6 Mon. 1000 M 
groß ift, jebt 3.8. mit 5°/, nur 975,6 AM Folglich müßte 
e8 heißen: 975,6 4 geben in 6 Monaten eben fo viel 
Binjen...., nicht aber: 1000 .%. geben in 6 Monaten..... 

22. Aufgabe. A leiht dem B ein Rapital e zu p % 
unter der Bedingung, daß B die Zinſen nach je n Jahren 
abtrage. Wenn nun B die Zinjen nicht abträgt, wird offenbar 
das Kapital nad) jen Jahren um die aufgelaufenen Zinſen 
größer und es fragt fich, wie groß (k) wird auf dieſe Weiſe 
das Kapital nah a Sahren? (Diejeg Anwachjen eines 
Kapitals nennt man Zinjeszinjen, oder Zins auf Zins 
oder zujammengejebte Zinfen.) 

Auflöſung. Das Kapital ce wächſt nad) n Jahren auf 

e(1 — 2) an (j.17.Xufg.). Seßt man diejes angewachjene 
Kapital — e’ und wird dasjelbe (e’) wieder aufn Sahre 
ausgeliehen, jo wächit es (nach der 17. Aufg.) auf e (i+ = 


an. Folgl. wächſt das urſprüngl. Kapitale nad) 2n Fahren auf 


N a, 
| 
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an. Wird diefeg mit ce” abgefürzte angewachjene Kapital 


wieder aufn Jahre ausgeliehen, jo wächſt es auf e” (1 — 7) 


am, 8.4. e wächſt nad) Im Jahren auf ce” (1 +28) 


Der Alan 
er (1 a 2). (1 * 2) e(1 oe) 
an, in An Sahren auf ec (1 +) ‚in en Sahren daher auf 


C (1 +). Gebt man en — a, alſo e=_, jo wädjt e 


in a Sahren auf ec (1 -- u)" an, welches Kapital mit k 
bezeichnet werden joll. Es iſt alſo: 


x k=e[1 +)" AH (A). 

Beifpiel. Auf welde Summe (x) wachſen 2345 M 
mit 43/,%, in 30 Sahren an, wenn die Binfen, welche 
vierteljährlich abgetragen werden follten (aljo n — !/,), nie 
abgetragen worden waren ? 

Auflöſung. Nach vorjtehender Formel ijt 


1 8 30 
x— 2345. ( eh: d.i. 


120 
x—2345 [1 on) 


1619\120 
x — 2345 (Gem) ; lg 1619 = 3,2092468 
lg 1600 = 3,2041200 
0,0051268 (. 120 
0,6152160 
lg 2345 = 3,3701428 
x — 9668,49 M lgx — 3,9853588 


23. Aufgabe. Werden die Zinjen nicht abgetragen, 
obgleich’ dies am Ende jedes Jahres gejchehen follte, jo ift 
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in der Formel A einfah n =1 zu leben. Diejelbe geht 
alsdann in die folgende (am häufigiten benußte) über: 


k—el1 +3,)....®). 


Beiſp. N leiht dem P am 1. Januar 1880 7000 Mk zu 
41/5 u. Die Zinfen jollte P nad) Ablauf eines jeden Sahres 
zahlen. Da P bis 1891 den 1. Juli feine Zinjen zahlte, jo 
forderte N daS mit Zinfeszinjen angewachjene Kapital zurüd. 
Wie viel (x) hat N zu befommen ? 


Auflöjung. Da man für einen Zeitraum don weniger 
als einem Sahre jtet3 nur einfache Zinjen, aber feine Zinſes— 
zinjen berechnet, jo it zunächit das bis 1. Januar 1891 
angewachjene Kapital (z) nach B zu berechnen. Daher 

1 
z = 7000 (1 +) — 7000 . 1,0451; 


100 
lg 1,045 = 0,0191163 .11 


0,2102793 
lg 7000 = 3,8450980 
z = 11359,97 A. lg z = 4,05537 73 


Diejed Kapital wächſt noch bis zum 1. Juli mit einfachen 
Binjen auf 


1/,.4Y, 
x — 11359,97 .( ui 2) an (ſ. 17. Aufg.) 


x 11359,97.1,0225 —=.11615,57 A 
24. Aufgabe. Aus der Formel B das außgeliehene 
Kapital e, die Prozente p und die Jahre a zu berechnen. 


Auflöfung. Dividiert man durch die Potenz, jo erhält 
man unmittelbar: 





Dividiert man B durch e und zieht dann die ate Wurzel 
aus, jo ergiebt ſich 
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a 
k . 
14 = V&; fotgtic 
/k 
100--p= 100 Vz; 


P= 100). —100 — (D). 


Ferner ergiebt ſich aus (1 — 2) = —— Giehe B): 


alg(1 en oder 
Er — = ... (BE). 
s(1455,) 

25. Aufgabe. Die Stadt N Hatte am 1. San. 1870: 
56000, am 1. Jan. 1890: 90000 Einwohner. Wann wird 
fie, gleiche$ Wachstum dorausgejebt, 200000 Einwohner 
haben? . 

Auflöſung. Da fich Bevölferungen, der Beitand eines 
Waldes 2c. nach Urt der Zinjeszinjen vermehren, jo hat man 
hier gleichfall3 die Formeln A und B zu benußen. 

Die Stadt wachſe von 1870 bis 1890 mit pP/, an. 
Folglich: 

20 
90000— 56000 (145%) ; durch 56000 div.: 
p ——— 
| 1 5) 28! 
20 


ee on a) Wie ſich fogleich zeigen wird, tft 


e3 nicht nötig, p jelbjt zu juchen. Bon 1890 an wachſe ſie 
in x Jahren ki 200000 Em. an. Folglih, da die %/, 
diejelben bleiben follen: 


200000 = 90000 (1 +; d.i. 


20 5 
200000 = 90000 (Va) 





a == 
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NE E20. 12 9. N 200) 
ig y@ lg 45 e le 28 lg 45 — 1g 28 
28 
20. 0,3467875 


Oa0sonap — 33,660 Jahre (29. Aug. 1923). 

26. Aufgabe. N legt am 1. Aug. 1884 480 A in Die 
Sparfaffe, die mit 31/,/, berechnet, am 23. März 1888 
noch 340 .M Am17.April 1895 läßt er fich die Kapitalien 
nebjt den aufgelaufenen Zinjen auszahlen. Wie viel (x) 
erhält er? 

Auflöjung. Bei den Sparfaffen werden Zinſeszinſen 
berechnet, jedoch nur vom 1. Sanuar an und auch nur für 
volle Jahre. Gefchieht die Einzahlung der Gelder nad) 
dem 31. Dezember eines Sahres, alfo im Laufe des 
folgenden Sahres, jo werden bis zum 31. Dezember dieſes 
laufenden Sahre® nur einfache Zinſen berechnet, dieſe 
auch nur dom 1. des nächiten Monat3 an und nur für 
volle Monate. Bei der Kündigung don Geldern werden 
daher vom 1. Sanuar desjelben Jahres an bis zu 
dem letzten Tage des vorhergehenden Monats gleichfalls 
einfache Zinſen berechnet. 

Hiernach wählt das 1. Kapital 480 M an 


bom 1. Sept. bi$ 31. Dez. 1884 auf 480 (1+ 2 
— 480 (1-+ "/g00) = 485,6 M. (ſ. 17. Aufg.); 
vom 1. San. 1885 bis 31. Dez. 1894 auf 485,6.1,03510 
— 684,99 A. (. 23. Aufg.) ; I. 
vom 1. Yan. bis 31. März 1895 auf 684,99 (1 air En 
— 684,99 (1-4 "/s00) = 690,98 M (ſ. 17. Aufg.). 
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Das 2. Kapital 340 M wählt an 
vom 1. April bis 31. Dez. 1888 auf 340 (14%) 


100 
— 340 (14 2/g00) = 348,93 Mb; 
vom 1. San. 1889 bis 31. Dez. 1894 auf 
348,93.1,085°— 428,92 Ms; 


1 ad 
vom 1. Jan. bis 31. März 1895 auf 428,92 (1 — — 2) 


— 428,92 (1 "/g00) = 432,67 Ma 
Mithin erhält N am 17. April 1895: 
x— 690,98 4 432,67 —= 1123,65 M 


8 46. Einfache und binomilche Gleichungen mit 
mehreren Unbekannten. 


I. Einleitung, 


1) Die Anzahl der aus der Aufgabe abgeleiteten, von 
einander unabhängigen Gleichungen muß eben fo groß fein, 
wie die der Unbekannten, wenn die Aufgabe beſtimmt fein 
joll. Beijpiel: Die Summe zweier Zahlen ift 23, ihre 
Differenz 7. Welche Zahlen find es? Gebt man die Zahlen 
zum ioıt LLC Hy 23 IE yet Dn 
Gleichung I nicht aus Gleichung I abgeleitet werden Kann, 
die Öleichungen alfo unabhängig von einander find, ferner 
eben jo viel Gleichungen vorhanden find, als Unbekannte, 
jo ift diefe Aufgabe bejtimmt. Zugleich ergiebt fich hieraus, 
daß der Wert jeder Unbefannten in allen aus derjelben 
Aufgabe abgeleiteten Gleichungen derjelbe fein muß. 

2) Sit die Anzahl der Gleichungen geringer als die der 
Unbefannten, jo ijt die Gleichung unbestimmt. 

Sit 3.8. 5x47y=64, ſo fünnte x jeden beliebigen 
Wert, 3.8. — 71/1, haben, denn immer würde ich dann 
aus dieſer Gleichung für y ein Wert finden, der die linke 
Geite der rechten gleich macht. Die Auflöjung einer jolchen 
Gleihung wäre mithin unmöglich, wenn nicht — ie e3 
in der Theorie der unbeitimmten (oder diophantifchen) 
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Gleichungen gejchieht — die Zahl der Löfungen durch irgend 
eine Bejtimmung eingefchränft würde und zwar gewöhnlich 
durch die, Daß die Auflöjfungen ganz und pofitiv fein müfjen. 

3) Sind 3 (allgemeinn) einander gleiche Größen gegeben, 
z. B. A=B=|(, fo lafjen jich daraus nur 2 (bezw. n—1) 
bon einander unabhängige Öleichungen bilden, 3.8. A=B 
und A=C, denn die 3. Öleihung B=C iſt ſchon in jenen 
beiden enthalten. Daraus folgt, daß in 3 einander gleichen 
Größen auch nur 2 Unbekannte enthalten fein Dürfen. 

4) Hätte man aus einer Aufgabe 3.8. 3 Gleichungen 
mit 3 Unbelannten abgeleitet und füme man bei der Auf— 
löſung auf = 0, jo it dies ein Zeichen, daß jene Gleichungen 
nicht unabhängig don einander waren. Denn hätte man 
3. B. aus einer Aufgabe 6x— 4y — 20 und 9x —6y=30 
abgeleitet, jo würde jomohl ausder 1. Öleih.3x—2y=10, 
al3 auch) aus der zweiten 3x— 25 — 10 folgen; aus diejen 
leßteren Öleichungen aber ergiebt fih 10 = 10, d.i. 0=0, 
ein Zeichen, daß jene beiden zuerſt abgeleiteten Öleichungen 
nicht unabhängig von einander waren. 

5) Giebt man in einer entwidelten Gleichung mit 
mehreren Unbekannten jeder Unbekannten den Faktor t, jo 
beitimmt die Botenz von t die Dimenſion (den Grad) des 
Gliedes. Z3.B. xy? -xy°=a; xt, y=yt gelebt, 
giebt (xt) (yt)?—+-xt.(yt)’=ad.i. x’y?t’—xyt=a; 
folglich ift da8 1. Ölied von der5., dad 2. von der 4. Dimenfion, 
die Gleichung jelbjt aber ift vom 5. Grade, da die höchſte 
Potenz den Grad beitimmt. Die Gleih.axybx+cey=d 
z. B. iſt vom 2. Grade, denn das 1. Ölied würdet? erhalten. 

6) Hat man 2 Gleichungen mit mehreren Unbefannten, 
die eine vom n. Grade, die andere vom r. Örade, jo kann Die 
Auflöfung nicht auf eine Gleichung mit einer Unbefannten 
führen, dieden nr. Grad überfteigt. 3.8. ift jede der beiden 
Gleichungen J. x — xy=10 und U.xy--y?=30 vom 
2. Grade, daher kann die Auflöſung höchſtens auf eine 
Gleichung vom 2. 2ten, d. i. 4. Grade mit einer Unbekannten 
führen. 
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7) Die Form ax —- by=e wird Normalform der 
Gleichungen vom 1. Grade mit 2 Unbefannten, ax--by 
— cz —=d Normalform der Gleichungen vom 1. Grade 
mit 3 Unbefannten genannt. 


H. Die Auflöſungsmethoden der Gleichungen mit mehreren 
Unbefannten. 


A. Eliminieren, 


Eliminieren heißt eine Unbefannte aus einer Gleichung 
entfernen. Hätte man 3. B. die Gleichung + y=7 
und wüßte man, daß y=2x — 5 wäre, jo fünnte man den 
Ausdruck 2x — 5 an die Stelle von y in der 1. Öleichung 
ſetzen und man erhielte x-—-2x—5=7. Somit wäre y 
aus der 1. Gleichung eliminiert worden. Die Gleichungen 
mit mehreren Unbefannten löſt man dadurch, daß man eine 
Gleihung mit einer Unbefannten herjtellt, indem man die 
übrigen Unbefannten eliminiert. Das vorjtehende Beijpiel 
zeigt, in welcher Weile die Elimination erfolgen kann. 

Hier mögen die drei am häufigjten in Anwendung 
fommenden Eliminationsmethoden gelehrt werden: 

1) Die Subjtitutiongmethode. 

2) Die Koeffizientenmethode (Additions- und Sub— 
traftionsmethode). 

3) Die Komparationgmethode. 

Es giebt zwar noch einige andere Eliminationsmethoden, 
durch welche die niederen Gleichungen mit mehreren 
Unbefannten gelöjt werden fünnen, 3. B. die Bezoutiche 
Methode, doch erfolgt die Auflöjung durch jene drei Methoden 
ſtets weit einfacher und jtcherer. 


B. Subflifufionsmeihode. 


Die gegebenen (bezw. aus einer Aufgabe abgeleiteten) 
Gleichungen find ſtets zunächit zu entwideln und auf die 
geordnete Form ax + by cz... —m mit ganzzahligen 
Gliedern zu bringen. Hierauf berechnet man eine Unbefannte 
aus irgend einer Gleichung, die daher nicht bloß durch die 

Schurig, Algebra. 12 
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befannten, jondern auch durch die übrigen unbekannten Größen 
derjelben Gleichung ausgedrückt if. Gewöhnlich ift die 
Unbefannte zu berechnen, welche den kleinſten Koeffizient 
hat, weil dann der entjtehende Nenner am kleinſten ift. 
Den für die berechnete Unbekannte erhaltenen Ausdruck ſetzt 
man in alle übrigen Gleichungen an Gtelle diejer 
Unbefannten ein, wodurch die Anzahl der Öleichungen und 
zugleich die der Unbekannten um eine geringer wird. Mit 
diejen Gleichungen verfährt man auf gleiche Weiſe (Ent- 
wicelung 2c.), bis man nur noch eine Gleichung mit einer 
Unbefannten hat. 


1. Beifpiel. 


J. DR EN pi) II. ——— 


—— 6 5 2 





Die Gleichungen zunächſt vereinfacht und geordnet: 
15x— 9y=2x+2y—-116; | 2y—2x—-15x+35y=310 
I*. 13x—11y=—116. II*. —1i7x-+37y=310. 


Die vereinfachten Gleichungen, die der Überficht wegen 
mit I* und II* bezeichnet find, jind nun erſt aufzulöjen. 
Der Eleinfte der 4 Koeffizienten it — 11. Man berechnet 
daher daS zugehörige y; 


— 11ly=— 116 — 18x; 
1ly= 116-+13x; 
116 13x 

y— — BERN (A). 


Da y aus I* berechnet ift, jo iſt der dafür erhaltene Wert 
in alle übrigen Gleichungen, d. t. in II*, einzujeßen. 
116+13x 
— 17x37 a 10 am ru 
— 187x437 (116-4 13x)= 3410; (f. 8 3, III, 5) 
— 187 x⸗ 4292 481x— 3410; 
294x— — 882; 
x——23. 
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Diefe Auflöfung jebt man in den Ausdrud ein, welchen 
man für die vorhergehende Unbekannte erhalten hatte, aljo 
A, mass) 
mazesregebuid vo nel. 

2. Beijpiel. 

3x2—4 x+-z-+2 5y— S z—1 
IL — —— — — 


—— 
— (Proportion!) 
bx—z |. 
m —— — I +21/j. 
Die Sfeichungen find zunächſt zu ganzzahligen Gliedern 
zu entivideln. 


Aus I (mit 30 mult.) 
18x—24y=10x--102-4-20-4645—75y--452--15; 
I. 8x451y—552= 680. 

Aus II (j. $ 44, II, 1) 


N TU ON IH 
me 0 





8 4 
ker. 2y—z+2 3y—z2—2x 
a al nn 
6--3x—3 I RE LAN EN. 
If. 9x —8y+z=— 17. 


Aus III (mit 4 mult.) 
x+7y—5z2— 1=10x— 22-9; 
II. 9x— 7y+32=—10. 
I*, II* und III* find nun erjt aufzulöjen. Bon den Une 
befannten hat z in II* den kleinſten Koeffizient, daher tft 
dieje Unbefannte aus II* zu berechnen, Man findet: 
= —9x--8y—7;...(A). 
Da z aus II* berechnet iſt, jo iſt der für dieſe Unbefannte 
gefundene Wert in I* und III* (aljo in die übrigen 
Gleichungen) einzufegen, zunächſt in I*: 


12* 
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8x+51y—55(—9x-+8y— 7) = 680; vereinfacht: 
8x 515 495x—440y-+ 385 — 680; 
I0, 503x— 389 y—= 295. 
Kun auch A in III* fubitituiert: 


9x—7y+3(—-9ı+-83)—- = — 10; 
9x— 7y—27xı+-24y—21=—10; 
MM Asz — i7y 11. 


Die vereinfachten Gleichungen IP und I mit nur nod) 
2 Unbefannten x und y löſt man nun auf gleiche Weile auf. 
18x -- 11 
— TER (B). 
Diejer Wert in IP eingejeßt: 


503x389. nn 295: mit 17 mult. 


8551x— 389 (18x+11)—=5015;([.83, IIT, 5) 
8551 x—- 7002 x — 4279 ==5015; 
1549 x = 9294; 
x==6. 
Aus B und A (ftet3 zurüdichreitend!) finden ſich nun Die 
übrigen Unbefannten. Aus B: 


etz, as A:z—=—9.648.7—7=—5. 


3. Beifpie. L 5x+4y=27 
Hauziy sat 
II. 112+5u=6 
IV. 8u— 9x=105. 

Die Gleichungen find Schon in einfachjter Form vor— 
handen, folglich fann die Auflöfung jogleich beginnen. Um 
dieje abzufürzen, berechne man, beſonders wenn viele 
Gleichungen, jede mit nur wenig Unbefannten, gegeben find, 
mehrere Unbefannte zugleich und zwar fo, daß fte durch ein 
und diejelbe dritte ausgedrücdt werden. Hier drüde man 
3. B. y aus I und aud) u aus IV durch x aus. Folglich 

27 —5x 105 +9x 


nn {nt KA) UND ei). 


y aus II® berechnet: y= 
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Diefe Werte an Stelle von y und u in die übrigen 
Gleichungen (II und III) eingejebt: 

sl: 7.7 32=18; 

189 — 35x—- 122 =52; 
1. 85x 122 137. 
10 
Aus II: 112-5: : = ame 6; vereinfacht: 


88245 ae hun, 
II. 45x 882 = — 477. 
Jetzt hat man nurnoch die beiden Gleichungen IP und II® 


mit 2 Unbefannten (x, z). Aus IP: 
137 — 35x 

















De (C); in IP jubjtituiert: 
137 — 3! 
145x488. U" 477; dafür: 
ut — 
135 —— 
635 x —4445; 
7. 
137» 8567 
In O eingejeßt: z—= —- Dr ——19; 
I — 
aus B: u — IT 21; say —“ la. 


C. Korffsientenmeihode. 


Dieje wird auch Additiond- und Subtraftiongmethode, 
oder engliihe Methode, algorithmiſche und unpafjend: 
Eliminationg-Methode genannt. 

1) Die Koeffizienten derjelben Unbekannten jeien gleich. 
Dann dverjchwindet bei verjchiedenen Borzeichen dieje Un- 
befannte durch Addition, bei gleichem Vorzeichen durch 
Subtraftion. 3. ©. 

I. x-y= 


IL. x<— y=17. 
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Durch Addition: 2x=30 oder x—=15; durd) Sub- 
traftton (. 8.8, IV): 2y=16 der y—8. 

2) Sind die Koeffizienten derjelben Unbekannten ver— 
Ichieden, jo fuche von beiden daS kleinſte gemeinjame Bielfache 
und multipliziere die Gleichungen jo, daß ſich die beiden 
Roeffizienten in jenes gemeinjame Bielfache verwandeln, um 
den vorausgehenden eriten Sa anwenden zu fünnen. 

1. Beijpiel. I. 7’x+-15y = 412. 

1.92 0y=- 149: 

Um x zu eliminieren, find die Koeffizienten diejer 
Unbefannten gleichzumachen, alfo auf das kleinſte gemeinjame 
Bielfache 63 zu bringen. 

I mit 9 multipl. 68x + 135 y = 3708 


Im a 63x — 70y=1043 
dur Subtr.: 205y — 2665 
y=13. 


I mit 2 multipl. 14x 30y= 824; 
URN RAS: E 27x— 380y= 447; 
durch Add.: 4A1x== 1271 
x=31. 

Bei zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten ijt es 
gervöhnlich einfacher, nur die eine Unbekannte mittel3 dieſer 
Methode zu juchen und dann den für fie gefundenen Wert 
in eine der gegebenen Öleichungen einzujeben. Sit alfo hier 
zunädit y= 13 DUDEN, jo jeßt man diefen Wert in I ein: 

7x-1195=412, alip x= 31. 

Anmerkung. Da hier die Gleichungen multipliziert 
werden, wird diefe Methode auch jehr unpafjend Multi- 
plifationsmethode genannt. 

2. Beilp. L 4da(x— 7a) 4-3by=bx—2ay; 

U. 3a(x+5b) — 2ay=4b(y—x)— 8b?. 

Die Glieder, welche diejelben Unbekannten enthalten, 
find ſtets zu vereinigen, da der Gleichung die Form 
Ax-—-By-...=M gegeben werden muf. 
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Daher I". (da—b)x-— (?2a+3b)y = 28a?; 
IIS. (3a—+4b)x—2(a+2b)y= —(15ab--8b?). 
Soll z. B. y zunächſt eliminiert werden, jo find die beiden 
Glieder mit yauf dag Kleinste gemeinfame Vielfache 2(a+ 2b) 
.(22—-3b)y zu bringen. Daher 
I*. mit2(a+2b)mult. 2(a-+2b)(4a—b)x--2(a-+ 2b) 
.2a-+-3b)y=56a?(a-+ 2b); 
II*. mit24-- 3b mult. (2a-+-3b)(3a--4b)x—2(a-+2b) 
.2a+3b)y=— (15ab-- 8b?) (2?a+-3b); 
beide Öleichungen addiert und x links ausgehoben: 
(14a? 31ab - 8b9)x — 563° + 82a?b — 61ab? 
— 2468. Daher 
3 2 2 3 
an ———— ar Pan Far Ab durch Partialdiviſion: 
x=4a—3b. 
Dies für x in I* eingefeßt: 
(4a—b) (da— 3b) - (2a—+-3b)y — 28a?; folglich 
_12a2?+16ab— 3b? 


—— 


2a-+3b 
durch Bartialdivifion: y — 6a — b. 


3) In der angewandten Mathematik kommen häufig 
Gleichungen von folgender Form vor: 

L 4,2857 14x — 9,718543y + 6,219374z..... 
II. — 2,307692x + 0,879456y + 3,879266z....ıc. 

Dieje löjt man am einfachiten dadurch auf, daß man jede 
Gleichung zunächſt durch den Koeff. von x dividiert, womit 
man erhält: 

I. x — 2,267660y—- 1,451187z.... 
H. x — 0,380664y —-1,681015.... ıc. 

Nun zieht man Öleichung Ivon II, I von III, III von IV ıc. 
ab, womit die Unbekannte x verichiwindet. In den neue. 
Gleichungen: 

IT —I: 1,886996y—- 0,229828z.... ꝛc. 
bringt man wieder (wie vorher beix) alle Koeff. vonyauf—1: 
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I%. y-10,121852.... 
I*.y-+... 


und entfernt wieder y durch I*— I*, III* — U*.... ꝛc. 


4) Gleichungen mit mehr al3 zwei Unbekannten. 
l.5x—7y+ 62=78 
IL.4x{#8y— 9222 
rare moy 19207 
Umzzueliminieren, verbindez.B.ImitILu. Imit IIII Daher 
I mit 3 mult. 15x — 21y-- 18z = 234 
IL 2, 8x4 16y— 182z= 44 
durch Add. 23x— 5y — 97811 
Ferner I mit 2 mult. 10x — 14y-- 122 = 156 
II: 3x— 2y—12z2= 67 
durch Add. 13x — 16y — 999 11% 
Nun find nur noch die Gleichungen I* und II* aufzulöfen. 








D. Komparafliunsmelihode. 


Dieſe Methode wird auch Kombinationg-, Gleichſetzungs-, 

Aquationd-, Reduftionsmethode genannt. Man berechnet 
aus allen Gleichungen diejelbe Unbekannte und jeßt die fir 
diejelben erhaltenen Ausdrüde einander gleich. 


1. Beifp. L7x+15y—=412 


I. 9x— 10y=149 (f. 0, 2,1. Beifp.) 


— Os 
Mal y-e, wiy—= m 


15 
a ed 9x — 149 
Folglich — 


x—=31. Dies in I fubftituiert, giebt y= 13. 
2. Beiſp. Bei mehr als zwei Unbekannten iſt 8 46, 3 
zu berüdjichtigen. 8. B. 


1. 5x— 7y--62=78; H. 4ıx+8y— 92 = 23; 
II. 3x — 2y — 122 = 67. 


; mit 30 mult. ꝛc. 
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Berechnet man aus jeder Gleichung x, jo erhält man: 
— 78 75y — 62  2—8y—+9z —— 
4 3 
a Klar 
„ 22 —8y--9z 67-122 -+2y 
N eher = 7 co aamagn 

Dieje beiden Gleichungen jind zu entiwideln, aljo auf 
die Form ay — bz=e zu bringen und nach beliebiger 
Methode aufzulöjen. 

Schlußbemerfung. Der Ungeübte ift gewöhnlich in 
Bweifel, welche Methode er in einem vorliegenden Falle 
anzumenden hat. Die nachitehenden Regeln werden die 
gewünschte Auskunft geben. 

Sind die Koeffizienten Fleinere jpezielle Zahlen und in 
Bezug auf Diejelbe Unbekannte verjchieden, jo ijt Die 
Subjtitutionsmethode anzumenden, bei gleichen Koeffizienten 
jedoch die Koeffizientenmethode. Sind die Koeffizienten 
allgemein (Buchftaben) oder vielitellige jpezielle Zahlen, jo 
it gleichfall$ die Koeffizientenmethode anzuwenden, gegen 
den Schluß der Rechnung oft mit Vorteil die Subſtitutions— 
methode. Die Koomparationgmethode wendet man nur an, 
wenn die Gleichungen jchon die Form der in vorjtehenden 
1. Beijpiel vorfommenden Gleichungen Y haben. 





und 


E. Einige Kunflgriffe beim Auflöfen der Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten in Beilpielen. 


1.Autgabe 1x2 y2=3; I dx=2y 0 
Enthält eine der entwidelten Gleichungen eine Unbefannte 
nur in der 1. Potenz, jo iſt diejelbe aus dieſer Gleichung 
zu berechnen und der gefundene Wert in die übrigen 





ee 

Gleichungen einzujegen. Hier aus I: ı— n S in J 

eingeſetzt: 

De Bon ; 4 2 ev? 
5) Ty?’= 35.1.4y°—36y?--81-1-36y°—108, 


4 
daher y„E= 6,75; y=1V6,75 u. f. w. 
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2. Aufgabe. I.(Qa—3b45)x+(3a+5b-+1)y= 
I. Qa—3b+-4x+ß8a+5b--2)y=35. 
Setze 2a —3b-5=4d, folglid 2a—3b=d—5 
und 2a—3b-4=d—5--4=d—1; 
ebenſo 3a—-5b-+1=e, folglich Ba+5b=e— 1 um 
3a+5b42=e—1+2=e-1. 
Damit gehen die gegebenen Gleichungen über in: 
If. dx+tey=6 und IF. (d—1)ı+(e+V)y=5. 
H*. von I* jubtrahiert giebt: x— y=L1l,folg.y=x—1 
und dies in I* jubjtituiert: 
dx-—e(x— 1)=6, woraus fich —- 2 
3a+-5b+1-+6 .3a+-5b-+ Gt, 
eoa ah Ben = en ergie 
Yus y=x—1 (f. ob.) ergiebt fi nun 
ee lanı a Bot 
TREE TEN Se 
3. Aufgabe. 
.5xy+7x—2y=10; II. 4xsy—6x+11y=21. 
Enthält jede der gegebenen Gleichungen denfelben zuſammen— 
gejegten Ausdrud (xy in den hier gegebenen Öleichungen), 
außer diefem aber die Unbefannten nur in einfacher Geſtalt, 
jo eliminiere man zunächit nur dieſen Ausdrud aus einer 
der Gleichungen (j. auch die nächſte Aufgabe). 
I mit 4 mult. 20xy--28x— 8y—= 40 
II mit 5 mult. 20xy—30x--55y=105 fubt. 
58x — 68 y=—-65; 
Dies in I jubitituiert: 


r’ZOr1iy=2l, oder 








ES gr .05 
NIS re 


63 y — 65 
ANETTE 


637 — 65 68y— 65 | 
a Mit 29 


4y 
2y 


„Yısı j 
7 7 





mult. 2c., ergiebt ſich y — +y>— 
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63 y — 65 63. (+ T )— ss 
daher x en (j. 06.) JJ 
VE ck ae . 
161 9 Yısı — 
Folglich entweder — und TEL. 
ey 1eı d _-Neia—6, 
TO ZUR Tate = 35; FERNEN 


4. Aufgabe. 
uo\2 x — 6\2 
1.3426) =®y; 1. 6y—5[ ) +3. 








Ixty 
ST 6 — A 
Aus TI: 5, = — Dies in II ſubſtituiert: 
4y — 3 





6y=5.—>— +3; folglich y — Ns. Dies in I ſub— 


0: DR . {40x -—48\2 
fituiert: +2. (9er) — 4, d. i. sr) le 


daraus die Y gezogen: A 


JJ——— 


Em WEN [2 
= 16173.x-1. 975; oe Meeres) 
80—16Y)3 16(5y3) 

mit 5 25 erweitert (j. $ 30, XX, 2) ıc. 


BD. Yufgabe. I. 3x L4y—9 — 14x -/- a 10y; 
EMS TEL EEN Ne — 1 
Be 
Man gebe den Gleichungen folgende Geftalt: 
I. era a2 a by) 0: 


Nun jeßemangx —4y—9=u ud 7x—5y—-17=v. 
Damit verwandeln fich die Gleichungen in folgende: 
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I. 20 oder I*. 2Zuv= — 7. 


H. arts, oder I. 6uv-+6v+37u=—21. 

Bon II* das Zfache der Gleichung I* jubtrahiert, bleibt 

6v—-37u=0, daraus w-— — und dies in I* ein- 

37u — 

geſetzt: 2u(— >) — — 7 oder rs ‚u = 37 
22.075337. 

Folglich v— mn. 0 T 4,64579. Diefe 


Werte oben für u und v eingejeßt, erhält man die einfachen 
Gleichungen: 
3x44y—9=40,75337,7x—5y-+17=T4,64579. 

Es ergeben fich nun zwei dverjchtedene Auflöjungen; die 
eine aus 3x--4y— 9 —= 0,75337 und 7x—5y-—-17 
— — 4,64579, die andere au83x-- 4y— 9=— 0,75337 
und 7”x—5y-+17=4,64579. 

6. Aufgabe IL 5xy—6x2--9yz— 240; 
I. Axy+ 3x2 — 2yz = — 219; I. — xy 2xz 
+ yz= — 34. 

Sebpexy u, xz==v, yz=w. Daher L Bu —6Yv 
+9 w—=240 x. 

Hat man u= — 21, v=— 35, w=15 gefunden, jo 
tt alo IH, xy 215 If xz = 35; Ur yzelb 

Dieſe drei Öleichungen multipliziert: x?y?z?= 11025, 
olplidiz ya) 11005 10522008 (2). 





; + 
z durch Pbina=2o—r5; 
gun 
Z dur H* div.: y„- ln —r3; 
Z dur IF din: — +7, 


15 
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19xyz, 
y 





846. 
fi Aufgabe. 1, 3xy — Dez 19 
I. 7xy—2xzt4yz— er, Il. 6xy-+ xz 


1 
m. 3 yz — 3 > . 
Die Gleichungen durch xyz div., erhält man: 
RE NA Bo 
fi2; 112 NE — — a 





| 


3 4 5 
*— — — 10 
Fr 
6 1 3 
III*. — Ei 1a 
4 
=— Ns 


Man denke Jich — —— und ſetze — u, 


— dann erhält man die Gleichungen: 
I. 3w44v— 5u=19%,,; 10.7w— 2v+ 4u=1%/5; 
II. 6w-v— 3u=®},. 

Aus dieſen Öleichungen findet man leicht: 
u = a ve we 47 d. 1. 
ul 1 \ 
=’, — — da; folgl. x , y=°/,2—t);. 


X 
8. Aufgabe. 
3. 3 2:2 

I. 16y— 9Yx?=50; I. 4/y—3V/x=20. 
Be, u BAM 3 _\2 

Man feße /x —=uu./y=v, folgl.ift 65) —=u?°; 


=(y)= v?. Die gegebenen Öleichungen werden damit: 
FF. 16, —9uW=50; IF. 4v— 3u—=2%0. 
T* durch II* dividiert, giebt u Lu un 
oder 4v— 3u=2!),. Aus diefer Gleichung in Verbindung 
mit 4v— 3u=20 ergiebt fich jehr leiht u — — ®°/ıs 
24,811% 


und ya 0.1: 
SER 
Yx—=— 3/1, vder—(— %/,,)>=— (%/,,)3 
und Yy—= 2%3/ı6 oder y= (2/4)? = 7,9102. 
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9. Aufgabe IL 


ei 
Alle vier Gleichungen addiert, erhält man: 


3 3 3 3 
a re durch 3 did. : 


X 
I RT ——— 
a Be} (S). 
’ * 1 
S um I vermindert, giebt = — — 4; dr u=— !/, 
u 
1 
8 um II 8 2ꝛc. 


10. Aufgabe L 6x=5/3x + 2y 4 —17; 
IL Ay— Yax toyta 5 
Durch Addition beider Gleichungen: 
2(8x42y)=6/3x- 2y-+ 4 —12; oder 


3x+2y--6=3)3x-+2y-+4; 
3x-2y-+4=u gelebt: u-2=3Yu; 

quadriert: u"? 4Au—4 = Yu oder W — 5u—44—0. 

Denkt man fih dig u? — 41 — - 40 d.i. 
u(u — 4) — (u— 4)=0 oder u— 1) u — 4)=0, fo iſt 
alſo 1) u—1=0 der u=1,d.i. 3x 2y—+4=1 
und 2) u— 4=0 oder u=4, di. 3zx+2y—t4=4. 

Mit dem erften Wert erhält man au I: 6x—=5V1—17 


u 


oder - und aus TH: Ay=Y1-5 oder 
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VO 











y=7 —; mit dem 2. Bert aus I: 6x—=5 4-17 
DOeL x — — aD: Ay — Va-5, oder 
y u Die Aufgabe Hat aljo folgende 4 Auflöf. : 
1) te, y-'; 2) -— — 
bern, 
4) et, — — 


11. Aufgabe L 5x — y —ab6—43; 
I. 4x — 3y=a—b-+c—d. 
Dft werden die Gleichungen einfacher, wenn man fie 
addiert oder jubtrahiert. 
Subtrahiert man hier II von I, jo ergiebt ſich 
X— 2y= 2b, daher x = 2b -- 2y in I fubftituiert ꝛc. 
12. Aufgabe. I 2(8x—3y)’y’=(x—2y)x°; 
Il. 58x — 3y)x? = (x —-2y)’y°. 
Man multipliziere die Gleichungen (die linfe Seite mit 
der linken, die rechte mit der rechten). 
18x 3yP x vi 2y) = y°; duchx?y®div.: 


10 (8x — 3y)’= (x — 2y)°’; die Y ausgezogen: 
3 


3 — 
’10.8x—3y)=x—2y; folglich — * 
3yı0o— 2 


Um num nicht mit diefem unbequemen Ausdruck zu rechnen, 
jege man vorläufig y=ax. Dies in II eingejeßt: 
5 (8x — 3ax)x? = (x — 2ax)’a’zd; dt. au 
5 (8— 3a) x? a®?(1 — 2a)?x°; durd) x* div. (x>=0)) 
: 5 (88 
giebt hr Man berechne nun a und jebe den 


Wert in die Auflöfung von x. 
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13..YAufgabe, 1, 25x? —- 492704, 

1.5x-+2y =44 

Entweder denfe man fich Jals (5x+-2y) (5x— 2y) 
— 704 und jeße I hier ein. Man erhält alddann 
44(5x—2y)=704 oder 5x— 2y=16. Dieje Öleid). 
löſe man in Verbindung mit I auf. Dder Dividiere I 
durch II und e3 ergiebt ſich ſofort 5x — 2y=16 ıc. 

14. Aufgabe I 3(4x+7yP?=2(5x—6y); 

I. 2x+y=139. 

Hier find die Quadrate nicht in die befannten drei 
Glieder aufzulöjen, vielmehr wird ©leihung I dur) 
Wurzelausziehen eine einfache, nämlich: Y1,5.(4x 4 7y) 
— 5x — 6y, daraus ergiebt ſich 

Y1,5.4x-+ 7VY15.y=5x—6y oder 
(5 —2V6)x= (6-7 N1,5)y. 














Man jebe daher x = —— yinll ein. 
15. Aufgabe. I. — ER DI _ 995 96h; 
1. 5 m... 8a 19b. 
Haben alle Gleichungen die Form z u >| S — 


ſo wird die Auflöſung gewöhnlich einfacher, wenn man jede 
Unbekannte — einem Produkt aus dem kleinſten gemeinſamen 
Vielfachen aller zugehörigen Nenner und einer neuen Un— 
bekannten ſetzt. Es fei hier x—=(a--b) (a—b) u=(a?—b?) u; 
y=30v. Damit gehen die Gleichungen über in: 
I*. 7(a+b)u—4(8a—b)v—=22a —b; 
I*. 5(a —b)Ju— 3(2a—+b)v=8a--19b. 
Die Löfung iſt wie beim 2. Beijpiel in C, 2 auszuführen. 
Man erhält u= — 2, v=—3. Folglich iſt 
x=(a?—b?)u=—2(a? —b’)—=2(b?— 32°); 
y=30v=30(-3)= — 9. 


8 46. Einfache und binomiſche Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 193 


16. Aufgabe. I. 4x? +9xy=12Vxy; 
I. 5x —-6y =1. 

Sind alle Glieder einer Gleichung unbekannt, jo wird Die 
Löſung oft dadurch einfacher, daß man die eine Unbekannte 
— einem Produkt au der andern Unbekannten und einer 
neuen Hilfsunbefannten ſetzt. Dies ijt befonders dann von 
wejentlihem Vorteil, wenn alle Glieder von gleicher 
Dimenfion find (f. 846, I, 5). Hier fee y—=xz, folglich 
wird aus I: 4x?--9x.x2—12xVx.xz; d.i. 4x?—- 9x?z 

—12x?Vz; durd) x? did. und Yz = u, alfo z==u? geſetzt, 
giebt 4 9u? — 12u oder ee 0, 
d.1.(. 818, Di 3u)? = Die Wurzel giebt 


2 — 3u=0 oder u=?/,; ).i. Fi 2/,, folglid z=*). 


Nun it y—xz =". Dies in Il ſubſtit:: zx —6 · FX —7, 


folglich — 3; y — — * ent Kars: 

17. Aufgabe 1 RR 3y-+4(5x—2y—6)=0; 

D. (”’x+y—1)@x+5y—3)—=0. 

Nach 8 48, IV, P iſt ,.B. x —3y-+4=0 x. Da nun 
bei 2 Unbekannten 2 Gleichungen gegeben ſein müſſen, jo 
it 3.8. mitx— 3y—-4= 0 nod) eine zweite zu verbinden; 
doc kann dies nicht 5x — 2y — 6 = 0 Jein, weil dann die 
Löjungen nur der Öleichung I genügen würden. Folglich 
it aus jeder der beiden Öleichungen immernur ein Faktor zu 
benugen. Die Aufgabe hat mithin 4 Auflöſungen. Die eine 
folgt us xs—3y-—-4=0 md 7x-—-y—1=0, die 
zweite ausx — 3y—-4= 0 und 2x--5y— 3==0, diedritte 
aus 5x— 2y—6=0 md 7x-—-y—1=10, die vierte 
aus 5x — 2y— 6=0 und 2x-—-5y— 310. 

18! Hufgobeselaxı y2r=84 Ir NR} 

Aus X—Y, x—y, xy, 2-+-y?, ®Enxy--y? läßt 
fi durch pafjende Verbindung ftet3 (x = y)?, alſo auch 
xy herftellen. 3.8. ® + y) —2.ıy=(x—y)? 
oder (2 —5xy+y9) + 7ıy=(x-y)?ıc. 


Schurig, Algebra. 13 
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Dbige Aufgabe wird daher in folgender Weije gelöit: 
I quadriert: 2 — 2xy- y’= 4; 
Tun? —+-y?= 34 
durch Subtr. 2xy =380, 
vn 2? y’= 
oder xy — 15. Aus | — as ergiebt fich nun durch 
Addition: (X y)?=64, folglich iſt ud -y=Z8 
befannt. Dieje Gleihung iſt mit I. x— y=2 zur Aufs 
löſung zu benugen. 
19. Aufgabe. IL z2-y®= 133; U x-+y-—=7. 
Entweder: II fubiert: 3 4-3xy(x--y)+y°=343; 
die gegebenen Werte eingejebt, ergiebt fich 
183 4 8xy.7=343, 
oderxy—10. Diefe Öleihung mit U: x—-y=17 führt 
zur Löſung (ſ. Aufgabe 18). 
Dder: Lin folgender Weije gejchrieben:: 
@+-)@®—xy-+y9)=133 ([. $17, ID; 
d. i. 7 —ıy--yP)=133, oder ?—ıy--y?=19. 
Aus II folgt aber 2 -—-2xy—+y?=49. Dieje Gleihung 
um die vorhergehende vermindert: 3xy — 30, folglid 
xy=10 x. (wie im 1. Falle). 


8 47. Angewandte einfache und binomilche 
Gleichungen mit mehreren Unbekannten. 


1. Aufgabe. N leiht dem A ein Kapital zu 5%), auf 
9 Monate, dem C ein Kapital zu 41/,%/, auf 8 Monate 
und erhält von beiden 2433/, AM. Zinſen. Hätte jeder da3 
Rapital 1 Monat länger behalten und wäre bei beiden der 
Binzfuß 19/, geringer gemwejen, jo hätte N nur 215 M 
Binjen erhalten. Wie groß waren die Klapitalien? 

Auflöjfung. Er lieh dem A x, dem B y. Die Zinſen 


I DIIDER X 887 
des A betragen 83 8 Io 
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Folglich J. — 2438/., oder (durch. 3 div. und mit 


400 mult.) I*. 5x--4y = 32500. 





5 
Sm zweiten Falle betragen die Zinſen des A: an 
Unies REN u X 2 ya 
gt des B Ton on? folgl. I. 30 Fri 


und mit 2400 mult.: If. 80x-—-63y—= 516000. Wird 
I* mit 16 multipliziert und um II* vermindert, jo ergiebt 
fih y= 4000 und dann aus I*: x= 3300. 

2. Aufgabe. Eine Hausfrau nahm zwei Mägde in 
Dienit, jede für 180 . jährlichen Lohn; außerdent follte 
jede ein neues Kleid und ein Stüd Leinwand erhalten. Die 
erite verließ nad) 9 Monaten den Dienft, und weil fie ſchon 
das Kleid erhalten hatte, jo befam fie noch 138°/, .M Die 
zweite verließ nach 10 Monaten den Dienjt und, da fie ſchon 
die Leinwand erhalten, noch 1581/, AM Lohn. Wie Hoc) 
waren Kleid und Leinwand gerechnet ? 

Yuflöjung Das leid x A, die Leinwand y.M Die 
erite follte aljo für 1 Sahr 180--x-y, für %/, Jahr 
aljo 3/,(180--x-+-y) erhalten, fie befam aber 138°/,+-x. 
Folglich tft: 

135 +24 — 138°, x; oder L15+x=3y. 


Die zweite follte für 5/, Sahr: °/, (180-+x--y) 
erhalten, erhielt aber 1581/, + y; folglich ift: 


150 ++ T= 1581, + y; oder I. 5x=51-ry. 


Aus I: y=5x— 51, in I eingejebt: 
15+x=3(5x—51), folglid x= 12; 
daher y=5x— 51 =60 — 519. 

3. Aufgabe Sch kenne 3 Bahlen von folgender 
Beichaffenheit. Die 3. ift gleich der Summe der beiden 
ersten. Die Summe der Duadrate aller 3 Zahlen ift = 2094. 
Da3 Quadrat der 1. durch die 2. dividiert giebt die 3. als 
Quotient mit dem Reſt 11. Welche Zahlen find es? 


18* 
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Nuslöjung) De]. —=x,ne2 yes, zZ 
Folglich L z=x 4 y; I. x? y?+z2?—= 2094; (IT) 
= — (1.83, IV, 24), dafür alſo III.x?-y2—11. 
Aus I folgt x=z — y, die quadriert: 


x?—=2?— 2yz-+-y? 


Auslfolgt: 2094 — x?=2? —-y?; dies fubtr. 
2x?—2094= —2yzu.dayz=x?’—11 
(. IT), fo ift 22 — 204 = —2(&®—11); d. i. 


4x?— 2116, ?—=529; x— 28. Hier ift — 23 jeden- 
fall3 nicht beabfichtigt. Nun ift allo z— y=323 (. I), 
daher 22 — 2yz--y?=529. Wird hierzu 4yz—= 2072 
(aus ya= x? — 11 = 23°? — 11) addiert, fo folgt (z-+-y)? 
—2601,d.i. z-y=51. Aus diefer Öleihung und 
z— y=23 ergiebt fih nun y= 14, z=37. 


8 48. Meihode der unbeflimmien Roeffizienken. 


I. Soll für alle Werte von x die Gleichung 
A+Bx- 0x? Drd +... =atbı-tcr?--drd... 
gelten, fo muß A=a,B=b, C =. .c. ſein, die Koeffizienten 
derjelben Potenz von x müfjen aljo einander gleich jein. 
Beweis. Da jene Gleichung für alle Werte von x gelten 
ol, jo muß dies auch für x=0 der Fall jein, dann geht 
aber die Gleichung über in A=a. Damit wird aber auch 
die Gleichung: 
a Bı-+Cr? +... =a-+bxı-+cxr?-+..., folglid 
Bx—Cx?—...=bx-+exr?—...; durch x div. 
B-—(Cx +... =b-+ex-... und da dies aud) 
für x0 gelten fol: B=b; ıc. 
I. Anwendung. 
1. Aufgabe en la Se Partialbrüche zu 
* (6x —2)(3x-+7) 
zerlegen, von welchen der eine den Nenner 5x — 2, der 
andere den Nenner 3x —- 7 hat. 
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ie Ä 29 — 11x 
Aufldj. Sein, Hex N) — Ha 
wo m und n noch zu beitimmende Koeffizienten find. Die 
Gleichung mit (5x — 2) (3x -- 7) multipliziert: 
29 — 11Ixs=mßı 7) (65x— 2), d. i. 
29 — 11x=7m—2n-+(3m—-5n)x. Nach J muß nun 


I. 7m — 2n=29, U. 3m —-5n—=— 11 ſein. Die Auf— 
löfung diefer Gleichungen giebt m = 3 und n — —A. 
Damit geht die obige — über in: 


290 — 11x 3 En 
(5x — 2) (x r U 5x— 2 en. Hero 03x17 
De 09x. or la 

2. Aufgabe. — — in Partial⸗ 
brüche zu zerlegen. 

Auflöſung. Da der Zähler von kleinerem Umfange als 
der Nenner ſein muß (ſ. vorhergehendes Beiſpiel), ſo iſt hier 
der Nenner in die einzelnen Glieder aufzulöſen und durch 
Partialdiviſion jene Form zu erreichen. Man findet (ſ. 828, I) 

6x* — 29x? + x? — 18x — 141 
2x? — 7x— 15 
Zr 
Kun ſetzt man den legten Bruch, deſſen — ne 3) 
.(&—5) ift, wie in der 1. Aufgabe = ;- — — * 
Man findet m— %/,,, n— /s. Folglich iſt der 


gegebene Ausdrud —=3x? — Ax 4 9 — = 5 — 


11 27 
34 Yale tl 


3. Aufgabe. 71x — 63x? — 20 in da Produft zweier 
binomen Faktoren zu zerlegen. 


Auflöſ. Geordnet und den Koeff. von x? auf +1 gebracht 
— — 68?+ 71-20 = —63 (x _ 2 fe): 
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Es fei nın x? — ee 20/,, = (x--m)(x-+n), folglich 
LE = x 


xꝰ — — 29/5, =x?+(m{n)s-mn. 
ne — 1. Satz iſt Lm—n = — "U/,,; II. n = ?9),3. 
I quadriert: m —- 2mn--n?= EN 


Aus I: 4mn — 

Durch Subtr. (m—n? = = 80 gs; 
folglich m -n= VI — "os. Aus diefer Gleich. 
und I folgt nun m—=— 3), nd n—= — t/,. Dieſe Werte in 
den angenommenen Ausdruck eingejeßt: 2» ee ig 
— (x — 55) (x — *7), folglich (f. ©. 197, letzte Zeile) 
Pe 


9, m 5/o) .—- N)&— ) = (9x — 5) (4 — 72). 


849. Gemiſchke quadrakiſche Gleichung. 


J. Die reine quadratiſche Gleichung von der Form 
ax?-— b iſt ſchon durch 8 43, VI aufgelöft. Um die gemifchte 
quadratifche Gleichung von der Form Ax?—+-Bx=C auf 
zulöfen, hat man zunächſt den Koeffizient von x? auf —1 
zu bringen, aljo die „Normalform“ 

x? --ax—b 
herzuftellen, wo a und b befannte, aber beliebige poſitive 
oder negative Zahlen find. 

Man denke jich diefe Gleichung in der Form 

?+2.2.x=b....(Y). 


Vergleicht man die Linfe Seite dieſer Gleichung mit 
x? -2.e.x-e?=(x-e)? (. $ 18), 
jo würde die linfe Seite der Gleichung Y offenbar zu einem 
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dreigliedrigen Duadrat eines Binoms, wenn man noc) (2) 
hinzufügte, denn es ift 
a a\2 2 
+2.3.x+[5) —=(s+3) 
Vermehrt man aber die linfe Seite von Y um 5). jo 


muß auch nad) 8 43, I die rechte Seite um diejes Glied 
vermehrt werden, wenn die Gleichheit nicht gejtört werden 
fol. Dann entjteht (aus Y) 


2100 3:+6@)=(@) +» 
wofür alfo, wie beabfichtigt war, 
—— 


geſchrieben werden kann. Zieht man nun auf jeder Seite 
die Y aus, fo erhält man die einfache Gleichung: 


ı+>5=+ V 5) +b mit der Auftöfung: 
1 


Die quadratijche Sa hat alſo jtet3 Es; Auflöfungen: 


— 2 + Ye tr Y+5 mır=—3— Ver -+. 


In eo Weile würde man 


—axı=bin 
[fh 
vi — — (3) — b verwandeln. Diey giebt: 


—4 —6 -—-b oder 
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I. Aus diefer Betrachtung folgt das nachjtehende Ver— 
fahren für die Auflöjung der quadratiichen Gleichung: 
Man jet auf jeder Seite der quadratijdhen 
Gleihung, die die Normalform haben muß, da3 
Duadrat des halben Koeffizienten vonx! hinzu, um 
auf der linfen Seite ein vollſtändiges Quadrat von 3 Öliedern 
zu erhalten. Hierauf zieht man aus jeder Seite die Quadrat— 
wurzel. Diejelbe iſt aus dem dreigliedrigen Ausdrud der 
linfen Seite zmweigliedrig und zwar erhält man die beiden 
Glieder, wenn man aus dem 1. und 3. Gliede (die ftet3 al3 
Duadrate vorhanden find) die Duadratwurzel zieht und dem 
2. Gliede derjelben das Zeichen des 2. Gliedes jenes drei— 
gliedrigen Ausdruds giebt. Schließlich löſt man die erhaltene 
Gleichung noch in gewöhnlicher Weiſe auf. 3.8.x?-x=56. 
Der Koeff. von xt ift 1; daS Duadrat der Hälfte desjelben 
auf jeder Seite hinzugefügt: 
Zu — mh — (1,)?+56—=56,25; die Y von 
beiden Seiten: 


— u — 756 25 = 72; Daher 
x=— 1, 374, undfolgl.die1. Auflöſ. x =— +71, =17, 
die 2. Auflöfung ug = — Th = — 8. 

2. Beijpiel. 
x? — 10x—= — 21; der halbe Koeff. von xtift 5, daher: 


22? —10x152?—=52? 21,2. i. 
2?—10x4+5?=4; di y: 


x. hl —T9 
5423; —5-12=7;n—=5—2—8 
II. Das Berfahren kürzt man, um die Unbefannte 
unmittelbar zu erhalten, noch weiter in folgender Weije ab: 
Die Unbekannte x ift — dem mit entgegengejegtemn 
Zeichen genommenen halben Koeffizient von x! & die 
Duadratwurzel aus dem Duadrat diejes halben Koeff. 
vermehrt um die befannten Glieder der rechten Seite. 
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1. Beijpiel. 
16x—+423—=7x?; auf die Normalform gebradt: 
7x2?—16x=423; 


x? — — — 428/,. Nach vorſtehender Regel erhält 
man nun et: 

=, LVEH- hr. Den unter der Wurzel 
befindlichen quadratiichen Nenner berechnet man nicht, wenn 
man jämtlichen Gliedern unter der Wurzel dieſen quadra= 
tiichen Nenner geben fann. Daher: 


Vr 71.423 = 2961 
z 20a Bean 72 ne 


Er Aufeher uf 
— 8, + —* 














Folglich tn, — zen 
2. Beijpiel. 
a(1 ee n 2 ——— ; zunächft bis zur Normal- 


form entmwidelt: 
= e.. De mit 6x mult. 
x 6 


Se 
22-13 (32 — 2b)x= 24ab— 2083; 


A yes» > + %4ab— 208°: 


3(8a—2b) ı 812?—108ab-+36b?+96ab—80 a? 
2 * 4 

an) + Ya —12ab+36b? 

2 

Nun nad) Na B die Y aus dem Polynom gezogen 
(unerläßlich, wenn die Y aufgeht): 
_.6b—9a+r(a—6b), 
=; 





— 


— 
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daher: a nn 
Den (ar 
9 = ee ng 
3. Beilpiel. 3x—5xr’=11; 
bi? —31ı=—1l; 
3x 
x· ¶ —=—Uf,; 


ı—=-+ 3/10 F VE)? — 22/10 
see 10.22 
— a er 


ua el at yaıt.ı 
10 10 
__3414,526i 
His 10 
08 Piano 
IV. Gleichungen, in welchen nad) der Entwidelung ein 
unbefannter Ausdrud mit dem Quadrat desfelben vorfommt, 


löjt man wie die quadratijchen auf, indem man für jenen 
unbefannten Ausdrud ein einfaches Zeichen ſetzt. 


Beiſpiel. 
273x222 


4x? — 
3x°--85 ee 40; 
+ —— ls; 2—y, folglich) 2° —y? gefeßt: 


85 
+ = — 1, 


y” — 6.80 
y-— BB, + Y(85/,)? — 207% — ad], *E ee 


—85+Y6 — 85 + 82,128 4 
en re danın y=x?ift, foift: 
ae une: HN au — — 0,47867, 


daher x= — 0,78230; 
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2) = U __97,85467,daherx——3,09133. 
E. Öleichungen, in welchen der 1. Koeff. (+1) dem 
lebten, der 2. dem vorletzten, der 3. dem drittleßten gleich 
iſt ꝛc. (jogenannte reciprofe Gleichungen), fönnen dom 
3. Grade auf den 1., vom 4. und 5. Grade auf den 2., vom 
6. und 7. Örade auf den 3. gebracht werden ıc. 
Beiſpiel. 
xt — 72° - 342? - 75 -1 * 03 ae x? did. 


x? — 7x —34 — — an —ygejebt, folgt. 
(quadriert:) 
* — 2 — y?; durch Subtraktion: 


7x +36 Rt 2; durch 7 Div. 
x 436), + * ; hiervon 


X -/- E — y ſubtrahiert: 
5, Zee ne d. i. 
y? —7y=36; 


— Ya)? 36 =3,5 6,946; daher: 
1)x+2=yı= 10,446, folgl.x®+1= 10,446x, x. 


2) —=y=—3,446 folgt. 1=—8,446x,x. 

Anmerfung. Sit die reciprofe Gleichung don un— 
geradem Grade, jo kann fie ftetS durch x—-1 dibidiert, 
mithin auf eine Gleichung vom geraden Grade gebracht und 
wie im vorjtehenden Beijpiel aufgelöft werden. 


850. Angewandke quadrakiſche Gleichung. 


1. Aufgabe. A geht von M nad) N, B 31/, Stunden 
jpäter von N na M. 4 Stunden nach Abgang des B 
treffen fie (in C) zujammen. B fommt 1 Stunde eher 
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in M an, a3 A in N. Wie viel Stunden hat jeder zu 
dem Wege gebraucht? 


M © N 


I 
Auflöjung. A brauche x Stunden, folglich geht er in 
1 Stunde des Weges (den Weg — 1 gejeßt), daher in 


71/, Stunden (die er von Mbis C braucht) - = — Bgeht 


31), St. ſpäter fort und kommt auch noch eine 1 Stunde 

eher in M an, folglich braucht er zu dem a Wege 

NM: x—4'/, ©t., geht aljo in 1 Stunde —77— Zen ‚in4&t. 
i ; 4 

(die er von N bis C braucht): gen Der Weg 

MC--CN=1 geht ſomit über in: 


EI 
30x—235416x —=4x?— 18x; folgl. =8+51/,. 


Hier iſt nur die Löfung x —8 -- 51), = 131/, Stunden 
(für A) möglich, denn x=8 — 51), —= 21), St. ift un- 
möglich, daB x — 4!/, St. braucht, d.i. 2%, — Al, =— 26t. 

2. Aufgabe (al3 Anwendung 

derjelben quadratiichen Form). 
RX Die Körpera und b bewegen fich 
| in den geradlinigen Bahnen AC 
und BC, die fich rechtwinklig in C 
c ichneiden. Sebt ift a in A, von C 
noch 15 m entfernt, b in B, noch 
De N 20 m bon C entfernt. a bewegt 
i fic) in jeder Sefunde 9, b:7 m. 
Nach wie viel Sekunden ift ihre 

Entfernung am Eleinften? 


Auflöjung. Nah x Sefunden. Msdann hat A 9xm 
zurückgelegt und möge in A’ angelangt fein; B hat 7xm 


| 
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zurückgelegt und fei alsdann in B'. Folglich iſt CA—= AA’ 
I REINE FEB O ET BB 20 297: 
Nach dem pythagoräiſchen Lehrjage ift nun das Duadrat 
der Entfernung: 


AB? — CA? - BO? = (9x — 15)? 4 (20 — 72)2. 
(Wäre A’ nicht jondern diesſeits C, jo würde die 
Gleich. Doch diejelbe bleiben, weil (1590)? = (9x—15)? 
ift.) Die weitere Entwidelung giebt A’B?—= 81x?— 270x 
225 400— 280x-+49x?=130x?— 550x625. 
Kommt man bei der Beitimmung eins Minimum 
(Eleinjten Wertes) oder Maximums (größten Wertes) auf 
die Form & ax? — bx — ce, wie fie das vorſtehende 
Ipezielle Trinom zeigt, jo fann ftet3 ein Minimum bejtimmt 
werden, wenn der Koeff. von x? pofitid ift, ein Marimum 
jedoch, wenn derjelbe negativ iſt. Da hier der Koeff. pofitib 
ift (+ 130), jo ift aljo ein Minimum bejtimmbar. In 
beiden Fällen verwandelt man alsdann das zunächit 
gefundene Trinom in die Form La (x—-d)?—e, wod 
pofitiv oder negativ fein fann. In Bezug auf unjere Auf- 
gabe iſt die Entwidelung folgende: 


AB’? 180 — — —- 625 oder (ähnlich wie bei 
der Auflöfung der quadratiichen Gleichung): 
— 130 [x LA ® DE 1(53),,)2— (Bfe)2|+ 625 
— 180 [x — #0)? — ()0)2]+ 625 
— 130 (& — 5/26)? + 43" /26- 


Da ein Duadrat Stets pofitiv ift, jo muß der gefundene 
Ausdruck am kleinſten fein, wenn (x — 53/9)” —= 0 iſt. 
Alfo tritt für x — = 0, d.i. x — %),, Sekunden das 
Minimum ein. Zugleich ift dann AB” —= 0 — 437);,, 


d.i. die Entfernung A/B —=V43"/,, = 6,577935 Meter. 
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851. Ruadrafilıhe Gleichung mil mehreren 
Unbekannken. 


I. Aufgabe L (14x —55=y’; 
Id. (9 — y)’—+-13 —— 
Die Gleichungen entwickelt: 
—— Zu —b=y}; 
(A).... 831L—18y-—-y’--13=x, add. und durd) 2 div. 
20-—- x— 9y=0; filgidx=9y — 20. 
Dies in A eingejeßt: 
94 — 18y+-y’=81y°—360y--400; 
d.i. 80y? — 342y—=— 306; 
y u y=— "lo; J= nn —} 
— y I/. 
Damit folgt aus xs=9y— 20: —9.3 - 207 
und u — 9. 1110 - 20 - 80. 


II. Bleiben die Gleichungen unverändert, wenn man 
die Unbekannten gegenſeitig vertauſcht, ſo nennt man die 
Gleichungen ſymmetriſch. 3. B. iſt 3x —75 5y11 
eine ſymmetriſche Gleichung, denn nach Vertauſchung von x 
mit y erhält man 5y° + 7yx-+5xY=11, aljo jene erſte 
Gleichung wieder. 

Sind nun die beiden Gleichungen mit zwei Unbekannten 
ſymmetriſch, jo braucht man nur die eine Unbekannte zu 
berechnen, denn iftz.B.x—=atVb, ſo muß y=aT Vb fein. 

Beifpiel. I. 3xy +2 (x — y)’ = 237; 

I. x y=16. 

Aus I ergiebt fih 2x? — xy — 2y? = 237. Hier 
y=16—x (j. D) eingejebt, giebt: 

x — 16x —55, filgid x= 843. Da nun die 
gegebenen Gleichungen ſymmetriſch find, fo muß y=8T3, 
ide, 8 3 ——3—5, 
Yse — 8 311. 
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852. Angewandfe quadrakiſche Gleichung mil 
mehreren Unbekannten. 


Aufgabe. A kaufte dreierlei Uhren, von der zweiten 
Sorte vier mehr als von der eriten, von der dritten Sorte 
fieben mehr als von der zweiten, zujammen für 389 M. 
Für die Uhren der zweiten Sorte gab er 50 A. mehr, als 
für die der dritten, und 47 A. mehr, als für die der eriten. 
Zwei Uhren der erjten Sorte koſteten jo viel al3 eine Uhr 
der zweiten und vier Uhren der dritten Sorte zujammen. 
Wie viel Uhren hatte er gekauft und zu welchen Preiſe? 

Auflöſung. Von der eriten Sorte x, daher von der 
zweiten x--4 und von der dritten 4 7 =ıxı-11. 
Eine Uhr der dritten Sorte fojtete u, eine von der zweiten 
Sorte v, daher zwei Uhren von der erjten Sorte=v--4u, 


oder eine hr der eriten Sorte z — 2u.A Mithin fofteten 
die Uhren zuſammen: 
J x(5+ 2u) + 4)+u(x—-11)=389; 
Außerdem: IL vx—+4)=u(kx-11)+50; 
IT. v(x-- y=x[5-+ 2u) +47. 
Sebt man für u(x—-11) den aus II gefundenen Wert 
— 50--v(x-+u), fürx (+ 2u)den aus III gefundenen Wert 
v(x-+-u) — 47 in Öleicjung I ein, fo ergiebt fich 
I. v(x—-4) =162. Dies in Hund Ol eingefebt, giebt: 
I*. u(x--11)=112; 
III. vx-+-4ux=230. 
Aus If; vx—=162 —4v, au U* uv=112 — 11u. 
Beide in III* eingejebt und die erhaltene Gleichung 
vereinfacht: I. v+-11lu=9%. 
Öleichung I* durch II* dividiert: = — 
mit dem Produkt der Nenner multipliziert: 
II. 7uv— 162u = 112v. 


162 —4v 
112 — 11u’ 
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Aus I: v=95 — 11u in II® eingejeßt: 





2059 nun 2059 + 981 
uꝰ — TE  folglid u= Tanne 
= az — — it unbrauchbar, weil damit v 
(1.10) negatid würde. Folglich bleibt nurn= 17. 


Kun iſt (. I) v= 95 — 11.718 und aus 
2 
I. s+4==9, oder 5. 
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I. Reihe oder Progrejfion nennt man eine Folge von 
Bahlenausdrüden, die nach einem gewiſſen gemeinjamen 
Geſetze fortichreiten. 3. B. 

19,220 W25,283 0,035, AU 110" 
oben HA tet; 

ee 8-16 — 32 + 64..... 
VID EHL EN A LO 

bis 24.25.26. 

Die einzelnen Zahlenausdrücde heigen Glieder der Reihe. 
In der legten Reihe ift 3. B. das 24. Ölied: 24.25.26. 
Die Zahl, welche anzeigt, die mievielte Stelle irgend ein 
Glied in der Reihe einnimmt, heißt Index oder Zeiger. 
Die Reihe kann daher allgemein mit: 

RR tn (gelejen: teins, t zwei ꝛc.) 
bezeichnet werden, wo die Indices recht unten angejchrieben 
ind. In jener eriten Reihe 3.8. it t — 20, u =35. 

Der Zahlenausdrud, welcher unmittelbar das n!* Glied 
bejtimmt, heißt „allgemeines Glied“. 

Sn jener erjten Reihe 3. B. ift daS allgemeine Glied: 
tn = (n—-2) 5; denn das 3. Ölied tz iſt (32).5 28, 
das 6. Ölid = t; = (6--2).5=40. 
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Der Zahlenausdrud, welcher die Summe der jämtlichen 
Glieder einer Reihe bis zu einem bejtimmten Gliede, oder, 
wenn die Reihe n Glieder hat, die Summe aller n Ölieder 
beftimmt, heißt Summenformel oder jummatorijches 
Glied. 

Die Reihe ift fteigend oder fallend, wenn jedes Ölied 
größer, bezw. Eleiner, als daS vorhergehende iſt. 3. B. iſt 
Yo + "Yioo + Yıooo 4 "Yioooo + ------ eine fallende, 
143+5-+7...... eine fteigende Reihe. 


Eine Reihe tjt eine endliche, wenn fie eine endliche 
(beitimmt abgegrenzte) Zahl von Gliedern hat (fiehe 8 4). 
Unendlich ift die Reihe bei unendlich vielen Gliedern. 


8.8. ſtellt der Dezimalbruch 0,33333..... d.i. %o — 


3 3 —J 
ee in inf. eine unendliche Reihe vor. Die 


unendliche Reihe tft entweder konvergent (fonvergierend) 
oder divergent. Iſt die Summe aller Glieder der unend- 
lichen Reihe eine endliche Zahl, jo ijt die Reihe fonvergent; 
tft dagegen die Summe aller Glieder =—+ @, oder —», 
fo iſt ſie divergent. 

Sit für eine Reihe die Differenz zwiſchen je zwei auf- 
einanderfolgenden Gliedern charakterijtijch, jo nennt man 
die Reihe eine arithmetijche. Dabei muß die Differenz 
jtet3 jo gebildet werden, daß man jedes Glied um das 
vorhergehende vermindert. In der gegebenen Reihe 

BIER DEN GERSITREMPEME IE) 
find daher die Differenzen: 5, 5, 5, 5, B,..... 

STE DET/ HEINE SE OUT IS 56, TON TON (B) 

find die Differenzen —7, —7, —7, —7, sn 


Sn der Reihe: Lim 21m 2892320 932210) 
atante, 1. 66666 
die zweite Differenzreihe: 


Zeigt die 1. Differenzreihe gleiche Glieder (wie — 
Reihen A und B), fo nennt man die gegebene Reihe eine 
Schurig, Algebra. 14 
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arithmetiſche Reihe 1. Ordnung, oder niedere arith- 
metijche Neihe, oder gemeine arithmetiihe Neihe, auch 
ihlechthin „arithmetijche Reihe“, wenn höhere Reihen über- 
haupt nicht in Betracht fommen. Die Reihe C ijt eine 
arithmetifche Reihe 2. Ordnung, weil erjt die Ölieder 
der 2. Differenzreihe einander gleich find. 

Sit der Quotient von je zwei benachbarten Gliedern 
(d. h. jedes Glied dividiert durch das vorhergehende) ftet3 
derjelbe, jo heißt die Neihe eine geometriſche; 3. B. 
2, 6,:18, 54, 162, 486, denn %/, —= 12], — ls &- 


Ein Glied dur Interpolation finden, heißt zwiſchen 
zwei Öliedern einer gegebenen Reihe aus dem für dieje auf- 
gejtellten Gejeß ein einzufchaltendes Glied berechnen. Sit 
3.8. die Reihe 40, 50, 60, 70, 80, 90 gegeben, wo aljo 
u =40, %=50, t3 = 60 ꝛc. ift, und joll das Glied ta,- 
gefunden werden, fo iſt dasjelbe offenbar = 57. Die 
Snterpolation ift ſchon bei der Beſtimmung eine nicht 
in den Tafeln enthaltenen Numerus oder Logarithmus 
angewendet worden. Sollen in jener Reihe zwijchen 60 und 
70 3.8. drei Ölieder eingejchaltet (die Reihe „interpoliert“) 
et jo würde man 
1 60, 621/,, 65, 67/5, 70 erhalten. 


es 1. Niedere arithmetifche Reihe. 


1) Das 1. Gld. der Reihe bezeichnetman mita (oderaudt,), 
die) „Differenz“ mit d, die Anzahl der ſämtlichen Ölieder 
der Reihe mit n, das nte (letzte) Glied mit t (beftimmter 
Ei tn, Manche auch mit u), die Summe aller (n) Ölieder 
mi 


s. Da das 2. Glied vermindert um das 1., das 3. Ölied 
indert um das 2. 2c. immer Diejelbe Differenz d giebt 
(hen, Met ao 
das 2. Glied — 1. Glied +d—=a- d, 
DAR Sn; ea) m —+d=(a+ d+d=a--2d, 
Bee „ Tda=lat2d)td=at3i, 


bl 
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das 5. ÖSid—a-4Ad=a+(5—1).d, 
„6. „ =a-5d=a-t(6—1).d, jo ist allgemein 
„nn „ =a—+(n—1).d. Daher 
t=a1m—1)d..... (A). 

Die Formel A benugt man zugleich, wenn eins von den 
drei Glementen a, d, n durch die übrigen beiden und t 
bejtimmt werden fol. Um z. B. n aus a, d, t zu berechnen, 
iſt die Rechnung folgende: 

(n—1)d=t—a; 








n=14+ 2° —— (B). 


In gleicher Weiſe ergiebt ſich aus A: 
a—t—n—1)d..... (C). 

1. Beiſpiel. &3 jei die Reihe 23, 30, 37, 44, 51,... 
gegeben. Wie groß iſt das 36. Ölied? 

Auflöfung. Hier iſt a (das 1. Glied) = 23, d (die 
Differenz 30 — 23=37 — 30 ı.)=17,12=36. 

Folglich (f. A) tz, = 23 (36 —1).7 = 23-- 35.7 
— 23-1 245 — 268. 

3. Beihptek. Dl/e, Adlıa, Be 2 IE DA IT. 
Vie groß iſt das 99. Glied ? 

Mit— Da d= 4dfıs ——— 9. — 32/5 — 4° are 
— 3/,n=99 erhält man (f. A) 
ie —= 51, 4+(9 — 1). ı)=51Y — 98 u 
= 51, — 731, = — 681);5. 

2) Da das 1. Ölied a, das 2 a-+-d, das 3 a-+-2d, 
das lebte t, das vorleßte um d Feiner als das Iebte, aljo 
—=t—d, das drittleßte t— 2d; da man ferner mit den 
über die Glieder einer Reihe geſehten Bahlen: 1,2, 3,.... 
andeutet, Daß das mit 1 bezeichnete Glied dag 1. der Fieihe, 
mit 2 das 2.Glied der Reihe ꝛc. iſt, s aber die Summe aller 
Glieder, ſo iſt 


14* 
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=ateta+ated +aFs0+ zer | 


I ee I (M). 


Schreibt man die Glieder der Reihe in umgekehrter 
Ordnung, fo ift offenbar die Summe diefelbe; daher: 


stk TR) Id-sgL.. 
+@+2)+@+9)-+t..... (N). 


Durch Addition der beiden Reihen M und N erhält man: 


1 2 3 
En) 1 Sorige A 
n — 0235 n — —— 
N ey 
Da at nmal vorhanden ift, fo ift 
28 — n. (a— t), folglic) 
die Summe der Reihe: s=n. > & — (D). 
Beifpiel. N verteilte eine Summe Geldes an die 
30 Schüler einer Armenſchule und gab dem eriten 2.M 449, 


jedem folgenden immer diejelbe Anzahl Pfennige weniger, dem 
legten 129. Wie groß war die Summe, die er verteilt hatte? 


Auflöfung. Hier ift n = 30, a = 244, t (lebted 
Glied) —12 I. Folglich die Summe nad) Formel D: 


s—= 30.2021? — 30. 128 — 3840 4 — 38,40 M 


Führt man in D an Stelle von t den für daS lebte Glied 
gefundenen Ausdrud A ein, jo ergiebt fich: 


— [a t2 +0 —1)d=5[2a-+m— 1)d] oder 
s=nla+=al dr (BE). 
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Beijpiel. A fparte fih am 1. Januar 20 4., an jedem 
folgenden Tage 3 d. mehr ald am vorhergehenden; tie viel 
(8) im ganzen Sanuar ? 

Auflöfung. Hier it a=20, n=31, d=3; folglich 

—31|204° 3|=31.(20+15 .3)—= 31.65 
—= 20,15 M 

Aufgabe. Die Summe s foll aus dem 1. Öliede a, der 
Differenz d und dem lebten Gliede t berechnet werden. 

Auflöfung. Das aus A berechnete n (fiehe B) jebe in D 
an die Stelle von n. Es ergiebt ſich: 

or ala VA a — 
—— F — 2 d 
Ms a- ta x — —— a) (P). 


.o.0». 














oder 


AN e. Die — s aus d, n, t zu beſtimmen. 
Auflöſung. Das aus A berechnete a (ſ. C) jeße in D 
an die Stelle von a: 
n 


s=5[t—(a—1)d+1] —=; [2t— m — 1)ä] oder 


nl. a] SE. (6). 


3) Soll aus s und zweien der Elemente a, d, n, t eins der 
übrigen diejer le&teren gejucht werden, jo hat man diejenige 
der Formeln D, E, F, G zu benußen, welche die durch die 
Aufgabe berührten vier Elemente enthält. 

Aufgabe. n (die Anzahl der Glieder) aus d, t und s 
zu berechnen. 

Yuflöjung. Die vier Elemente n, d, t, s find in G ent= 
halten, folglich ift G nach n aufzulöfen. 








ae 

- 5 T.d—ıt=s; 

PL Adu me Aa: 28 
d kr 











— Hy) REN (M). 
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Beifpiel. N gab feinem Schreiber S für jeden folgenden 
Monat 2... mehr al3 für den vorhergehenden. Da er ihm 
nun für den legten Monat 53 .M und für alle Monate 
720 A. gegeben hatte, fo fragt e3 fich, wie lange war Sbei N? 

Yuflöjung x Monate Folglich it in H für d: 2, für 
6:53, für s:720 und für n:x zu feßen. 


= + yon — — 27 y720 — 720 


97 8! | 
S war alſo entweder 30 oder 24 Monate bei N. Sind 
aber auch beide Auflöjungen möglich? Um dies zu bejtimmen, 
ſuchen wir den Lohn a für den 1. Monat aus n=30 (die 
1. 2öfung 27-3), d=2 und s—=720. Dies ergiebt ſich aus 
E, denn dieje Gleichung enthält die vier Elemente a, n, d, 8. 
8 n—1 








—— > BE (I. 
720 30 —1 


Da Ss für den 1. Monat nit — 5 A. befommen haben 
fann, fo ift nur die andere Löſung 27 — 3 = 24 Monate 
möglih. Eine Brobe ijt hier befonderd am Plabe. Für das 
1. Glied? — 5 wäre die Reihe, da jedes folgende Glied um 
2 größer ift, die folgende: 


1 2 3 


—5 —3 —1ı+1ı1 3 45 47 #9... 58 

Da ich die erjten 6 Glieder der Reihe heben, fo bleibt 
die Summe der Reihe, wenn dieje Glieder entfernt werden 
und die Neihe daher mit —- 7 beginnt, immer diejelbe 
(nämlich 720). Folglich hat ex für den 1. Monat + 7 M 
befommen und die Zahl der Monate iſt 6 weniger al3 30. 

4) Aufgabe. Zwilchen den Zahlen 113,1 und 131,7 
jollen 14 Zahlen fo eingefchaltet (interpoliert) werden, daß 
eine aus 16 Öliedern bejtehende arithmetijche Neihe entiteht, 
deren 1. Glied 113,1 und letztes Glied 131,7 ift. Wie groß 
tt die Differenz (d) diejer Reihe? 
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Auflöjung Mit a=113,1,t=131,7,n = 16 findet 
man aus A; 
131,7=113,14-(16 —1)d; daherd— 

Die Reihe iſt daher: 

213,1, 114,34961215.53,.2..2150,46, 131,7. 

Aufgabe. Das n!* Glied einer arithmetifchen Reihe tft 
b, das m Glied —c; wie groß (x) ift das r!* Glied? 

Auflöfung Nah AitLlb=a-+ (n—1)d,nad 
I.c=a-(m— 1)d. Aus dieſen beiden Gleichungen 
läßt fi) a und d berechnen und zwar durch b, c, m, n au$-= 
drüden. I—UO giebtt b—c=(n— m)d, folglid 


1a lat 


15 —1,24. 


_b-e — — —— Mel 0) 
d=—..' Dies inl eingejebt: Ba 
polauch = E 

Be all. DIN 2» Dar U) 


In 
— nal Gebt man dieje beiden für d und 
a gefundenen Werte nebſt „r fürn“ und „t fürx“ in Aein, fo 
ergiebt jich: — en—-bn+b—-gr, 


N—m 


M. Geometriſche Reihe, 


1) Das 1. Glied ſei a, die Anzahl der Ölieder n, das 
leßte Glied t. Der „Duotient” aus jedem Gliede und dem 
vorhergehenden, der auch in der geometrijchen Reihe 
Exponent genannt wird, ſei e. Da nun das 2. Glied 
Dividiert durch das 1., das 3. Glied dividiert durch das 
2° ꝛc. immer d geben muß, fo ijt 

da3 2. lied — 1. Glied ><e=ae 


Se ON Zer=ae.. 6-20. ae 
„ ARE Ba un<e—=aer 6 aeg 
ae. need: 


DREI A) 
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Aus diejer Formel ergiebt ſich unmittelbar: 


n—1 
= — 2 lgst=1ga+ m — 1) Ige oder 
\ ee 
lgt—=lga-+nlge—Ige, folglich] 1. 


2) Da jedes Glied emal jo Klein als das folgende, fo ift 
das vorletzte Glied = —, das 3. lette — x. Folglich it: 


s=atae-+ae’-ae-...... ++ +t Mitemult.: 
es= ae-tae’+ae’+.......... + +t+te. 








Dieje Gleihung von der vorhergehenden jubtrahiert: 
s — es — a— te. Folglich: 








und wenn e > 1 (mit — 1 
‘ te Fe a .....0.. (B) 
erweitert): oe; 


Um s aus a, e, n zu berechnen, jet man den Augdrud 
fürt (ſ. A) in Bein. Man erhält: 


—— en 
e—1 


» oder wenn e<1 jein follte (mit — 1 
1—e" (©). 


DV 


ya | 
ER 








erweitert) s—=a-—— 


Aufgabe. sause,n, t zu berechnen. 
Auflöjung. Aus A ergab ſich = (1. ob.). Dies 
in B eingejeßt: 


Pe 


s — Re mit et”! erweitert: 
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n 
Art —— oder wenn e<T1 (mil —1 


ee —1) 
erweitert): s—t- — oe I (D) 
e (1i—e) 
Aufgabe. s aus a, n, t zu berechnen. 


n—1 


Auflöjung e= V+ (j. ob.) in B ſubſtituiert: 


3) Soll aus s und zweien der Elemente a, e, n, t eins der 
übrigen diejer leßteren gejucht werden, fo hat man diejenige 
der Formeln B, C, D, E zu benußen, welche die durch die 
Aufgabe berührten vier Elemente enthält. 


Aufgabe. t aus e,n, 8 zu berechnen. 


Auflöjung. Die vier Elemente t, e, n, s jindinD ent 
halten. Daher: 


— — 
e UI Her = 
1— 0 e —ı1 


Aufgabe. n auße,t,szuberechnen. Aus D ergiebt ſich: 


Di 


n — 
sen- ( — 1) - t eꝝ —t; d. i. oder 
s(e— 1)e!—=ete? —et; 
et 
daher = ey alse=iglet)—Iglet—s(e-1)]; 


nlge=lge—+Igt— Iglet— s(e— 1)], folglich: 


1 Feel — (0). 
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4) Aufgabe. Zwiſchen den Zahlen 3 und 100 follen 
11 Zahlen jo eingefchaltet (interpoliert) werden, daß eine 
aus 13 Gliedern bejtehende geometriſche Reihe entiteht, 
deren 1. Glied 3 und deren lebtes Glied 100 iſt. Wie groß 
tt der Exponent (e)? 

Auflbſung Sierift a=3, n=13, t=100. Zolgl 
(j. oben nach A): 


0 [O0 RN 
— a Ber: EB? , 





Y0,03 
d. E. 18 0,03=1,52288 (:12 
lge= 0,12691 
e=1,3394. 


Aufg. Das n. lied einer geometrifchen Reihe jeib, das 
mie Glied: ce; wie groß (x) ift das rt Glied ? 

Auflöjung. Nah A ilt: I b=aett, IIe=aet!, 

Man beſtimme zunächſt a und e aus b, c,n, m. J durch 


n—m — 
II dividiert, giebt Dem, folglid e= V>- Dies in 


n—m * n—1 — 
Jeingeſetzt: = 1 ‚ folgli a b- (+ je 


—h Gi - Dieje beiden für a und e gefundenen 


Werte ae r fürn und x * tin A rot legt: 


4 I — —* 
ı= Bi Ye In) (<) wi (2) 


5) Aufgabe. Rx 1. Glied jei a, der Exrponent e 
Heiner als 1, die Reihe eine unendliche; wie groß iſt die 
Summe der geometrifchen Nteihe ? 

Auflöjung. Da die Reihe aus unendlich vielen Öliedern 
beiteht, jo it n—= © und man erhält au C: 

1—e” 
a 





sg. 
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Da e ein echter Bruch fein foll, fo ift e® —=0 (f. 8 21, 





2. Zuſ) folglichs Sa · , d.i. 
= — en (M). 
(Dasſelbe giebt auch die PBartialdivifion a: (1 —e)!) 
Beiſpiel. 
1 eo ar ar (Sara — ERDE + — in inf. — ? 
Hier ft a=1,e—=19/,41, daher 
1 201 


u er 1 20 
An 1 Ze 0109 hr = 100,5. 


IV. Arithmetiſch-geometriſche Reihe, 
Gsifta,atd, a--2d, —— II, 2) eine arithm., 
bebese Kal 2m einergenz 
metrijche Neihe. 
Werden beide Reihen in folgender Weiſe vereinigt: 
ab, (a—+-d)be, (a--2d)be?, (a—-3d)be,........ 
a-—- m—1)d].be!-!..... (R), 
jo heißt eine folche Reihe eine „arithmetiſch-geometriſche“. 
Beiipiel. 15--20.2425.22-130.28-1 35.24 
— 40.23 ift die Summe (s) einer arithmetifch-geometrifchen 
reihe, ber welber a— IH, ds, be —2Ttr 
Aufgabe. Wie groß iſt die Summe der Reihe R von 
n Öliedern ? 
Yuflöjung Nah Rift 
s—=ab—--(a+d)be-+(a-+-2d)be—+(a-+-3d)be’—-..... 
— [a (n— 2) q ber =?-—- [a (n— 1)d]ber 1, 
Dieje Gleichung mit e multipliziert: 
es — abe - (a — Übe?— Se, )bee—-... 
+ [a (n—2)d]jbet-!—-[ mel |ben 
Bermindert man die 2. Öleichung um die1., jo ergiebt fich: 
es — s=—-ab — bde — bde? Spa 
— bde?=!--[a+(n—1)d]be?, oder 
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(—1)s=—ab—bdellte-—e?—..... —e?-2] 
--[a-+(n— 1)djbe?”; 
——ab—bide(l-e-+te?+..... Ze!) 
— (a+nd)be"— bde?; 

— (a — nd) be? — ab 
— bde 1-—-e-te?-- :---- AT DE 


— (and) ber — ab— bde.” — 
I(G-nd —- a —— 
x BD! Bat —ie 5 rer (9). 


Beijpiel. Wie groß ift die Summe der erjten 15 Ölieder 
der Reihe 
9.12-13.36--17.108-421.324-1-25.972--....? 

Auflöjung. Die Reihe ift eine arithm.-geometriſche, 
Denn Dan 17, 21 it ein arithmetifche Reihe mit 
a9, d=4; die Reihe 12, 36, 108, 324..... iſt eine 
geometriſche mit b= 12, e=3; ferner it n—=15. Dieſe 
Werte in S eingejeßt: 


(9-+15.4).31° 9 3151 
[FT 4.3. 
— 
i2 388-1) 


—6. 69. 316 54 - 36. 316 36 5423886828. 


854. Regelmäßige Vermehrung oder Verminderung 
eines verzinſten Rapilals. 

I. Aufgabe. Ein Kapital e wird zu pꝰ/ angelegt und 
der Zinsbetrag jährlich zum Kapital gejchlagen. Zugleich wird 
aber auch zu Ende jedes Sahres eine bejtimmte Summe b 
weggenommen. Wie groß iſt der Reit R nad) a Sahren ? 

Auflöjung. Das Kapital ce wächſt zunächſt nach einem 


Sahre auf c (1 +5) —=eq an (ſ. 8 45, 17. Aufg.), wenn 
der Kürze wegen 1 +7 jtet3 mit q abgefürzt wird. Da 
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aber am Ende des Jahres b hinweggenommen wird, jo bleibt 
dann nur noch eq — b übrig. Diejer Keft wird nun wieder 
1 Sahr lang verzinft und wächſt daher nach Ablauf desjelben 
auf (cq — b)q an, da jedes Kapital mit q multipliziert 
das in 1 Jahr angewwachfene giebt. Nachdem nun wieder b 
weggenommen tft, bleibt nur noch (eq —b)gq—b=cg 
— ba —b übrig, 2c. Folgl. ift vom urjprünglichen Kapitale 
nach 1 Jahre nocheq —b, 
„ 2 Jahren eg? — ba — b, 


Bu, eg?’ — bqꝰ — bq — b, 

„4 ” cq? — bq? — — bg?=?— ....— ba’ 
— bq— b übrig; da diefer Reit =R fein foll, jo tit 
R—egt bg, Ga ers: Eraser): 


Die Reihe nach B in S 53 III berechnet, giebt: 





q — 1 
R=cqg’—b:- — meta. 


= Ir iſt: 
— B ee); oder 


100 b 100b 
Re (de, 


dieje Gleichung nad) c, b und a aufgelöft: 





100b 
— —— 
1000 
a (A). 
pP q 
NEN 
(kb * oder mittels Partialdiviſ.) 
EL DS c—R\, 
Eee 


reg (PR— 100b)— Ig(ep—100b) „ 


ER Sahre 
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Aufgabe. Die Holzmafje eined Waldes beträgt gegen- 
märtig 8900 Kubikmeter, der jährliche Zuwachs 11/,%.. 
Wenn nun zu Ende jedes Sahres 570 Kubikmeter ab- 
gejchlagen werden, wie groß wird der Reit (R) zu Ende 
des 11. Jahres fein ? 


Auflöjung e— 8900, p=1, q=1- 
— ee, b==570, a—11r Bolgln 
1.100.570: (100. 30 _ 9900) (ey) 


1'5 1. 
— 42750 — 33850. (%/,,)1= 3590,8 Kubikmeter. 
I. Wird zu Ende jedes Jahres b nicht weggenommen, 
fondern hinzugelegt, jo ilt offenbar b in den Formeln A 
entgegengejeßt zu nehmen. Mit — b ftatt — b b ergiebt fich 
dann für das nach a Jahren angewachjene Kapital (ftatt R) 
8=(c+ — en nn — (B). 


p 

Hierbei it aljo vorausgeſetzt, daß b auch noch am Schluffe 
des aten Sahres hinzugelegt worden ift. 

II. Wird jedoch, die übrigen Bedingungen wie in II 
beibehalten, am Ende des vorlegten (a — 1!) Jahres das 
lebte Mal b Hinzugelegt, fo ijt offenbar von B noch b hinweg⸗ 
zunehmen und es ift 


s-e+)e- +0); da nun die lebte 


17; 
100 











P P 
Klammer — (1 +3); jo it: 
ai _ gu _ 10oba 
— — ſich: 
100bq 
S+ 
— P 100 b 
= Ar — (O). 
S—cq 
BR =) 
tan) 


RE (pPS5-+100b)—1g(cp-+100b) — Sabre 
lgq 
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Aufgabe N legte am 31. Dez. 1870 550 A in die 
Sparkaſſe, die mit 31/, 0/, berechnet, und legt zu Ende jedes 
Sahres noch 130 M. hinzu. Auf welche Summe (S) find 
jeine Öelder am 31. Dez. 1888 angewachjen, wenn er die 
130 M. am 31. Dez. 1887 das lebte Mal einzahlte ? 


ns Steven bh — 180.7p = 3 
il 2b = —1,035; a=18. Folglih nad) CO: 
2 100.130 ıs_ 100.130.1,035 . 
— (350 1 377, ) 1,035 ———— 
S — 4264,286 . 1,03518 — 3844,286; 
S = 4076,56 M. 


IV. Wird das Grundkapital e auf a Jahre mit p, 
angelegt und wird am Ende jedes Sahres, zum lebten Male 
am Ende des a — 1!" Jahres, ſtets wieder gleich großes 
Kapital e noch hinzugelegt, jo ergiebt fich offenbar das hier— 
durch angewachjene Kapital 9°, wenn man in S (Formel C 
in III) b= ſetzt. 


ER ein) wa Alien 





pP 
— 100 P a__100cq 
er + 1)a p 
100 100 
——. a_ 72 oper 


gen, 


Daraus folgt auch: | 
bin: RN En U Te Pe (D). 
100g —1) 
__ lg PB 100g) lee —2 7 
lcq ? 
V. Wird auch noch am Ende des aten Jahres das Grund⸗ 
kapital c hinzugelegt, jo ergiebt ſich das in a Jahren 


1 Jahre 
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angewachjene Kapital S” am einfachiten, wenn man in B: 
b=c jeßt. Man erhält: 


100 100 c 
— (1 100, 0 
Ciloız 594 


pP 
SU OR 2 1000 
ap dk p 








=...4.4—1) oder 


"= — (711) 
ENEANED EN a 
100 (al 1) —— (P). 
_s:PS’+100)—1gc—2 
lgq 
Aufgabe. Dem N jollen laut eines Vermächtnifjes nach 
16 Sahren gerade 12345 AM auögezahlt werden, ohne daß 
er je vor- oder nachher Anſpruch auf Zinjen hätte, die 
Zinſen bi3 dahin jollen vielmehr zu mwohlthätigen Zwecken 
verwendet werden. Er möchte dafür lieber zu Anfang 
eines jeden Jahres und auch noch zu Ende des 16. Jahres 
eine an Größe fich immer gleichbleibende Summe beziehen, 
jo daß nach Ablauf des 16. Jahres jene Summe abgetragen 
it. Wie viel (ce) kann er jeßt und dann am Ende jedes 
Sahres erhalten, wenn die Binfen zu 4°/,%/, berechnet 
werden ? 
Auflöfung. Hier ift aus Formel E das — ec mit 


— 1 Sabre 


So 4oa4bra—16,n 475, — 0475 
zu berechnen. 
— — 





100 (1,07 ar LAT 
__ 586,3875 ___586,3875__ 
5 290000 FE 1,20099 488,25 Me 
Aufgabe. Nſchuldet dem Gam1.San. 1895 15900 .M 
Binfen follten mit 41/,%/, berechnet werden. Er will dieje 
Summe in der Weije abtragen, daß er am 1. San. 1895, 
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danı mit Anfang jedes Sahres und auch noch am Schluffe 
des lebten Sahres 700 M zahlt, und, damit die Schuld 
eher getilgt wird, auch die jährlich erjparten Zinjen mit zur 
Tilgung verwenden. Nach wie viel Jahren (a) wird die 
Schuld abgetragen fein? 

Auflöfung MitS’=15900, p= 4/,, aljoq=1,045, 
ce=700 findet man aus E: 
„8 (4% . 15900 + 100.700) — 18700 — 2 


lg 1,045 mei 
18 141550 — 2,8450980 — 2 ‘ 
Tan 0,0191163 Be 


a = 14,9974 Sabre, aljo fait genau 15 Jahre. 

VI Ein Kapital fteht zu p’/, mit Zinfeszinjen und wird 
nach je n Jahren um b vermehrt. Wie groß (S°) iſt es nad) 
a Jahren mit allem Zuwachs und Binjen ? 

Auflöſung. Die Entwicelung iſt diefelbe wie bei der 
1. Aufgabe in Abſchnitt I, nur daß nach je n Sahren, jtatt 
jedesmal nach einem Sabre, b Hinzugelegt wird. Zugleich 
ijt alſo b negativ zu nehmen. Die in I entwicelte Formel 








Rt —J——— | 
R=ceq’ —b- — wird daher 


Aufgabe. A hat wöchentlich für fein Zimmer 2M 
Miete zu zahlen, bleibt diejelbe jedoch 3 Sahre (=3.52 
Wochen) lang ſchuldig. Wie groß (80), mit 5%/, berechnet, 
it nach dieſen 3 Jahren feine Schuld ? 

Auflöſung. Hier ift die vorjtehende Formel F in An— 
wendung zu bringen. Es iſt aber e=0, weil er die Miete 
erſt Ende jeder Woche zu zahlen hatte; b—= 21), M,p=5, 
q=105,2=3, n— 1; (Jahr — 1 Woche). 


1,05° —1 1,05° —1 
— 3 —- ST Te re 
Y1,05—1 


* 2,25 . 0,1576250 BEN 0,35465625 
— 1,0000387 — 1 °  0,0009387 
Schurig, Algebra. 15 


— 877,82 Aa 
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N übergiebt dem A (Berjon oder Gejellichaft) ein Kapital 
unter der Bedingung, daß ihm A 17 Jahre lang am Ende 
jedes Sahres 1500 M zurüdzahle und daß mit der lebten 
Zahlung von 1500 A am Ende des 17. Jahres dag 
Kapital aufgezehrt fei (der Reſt R in $ 56, I, Gleichung A 
aljo =0 fei). Welches Kapital hat N dem A zu zahlen? 

Diefe Aufgabe veranschaulicht den Begriff Rente. N tft 
der Nentier (Rentner, Nentenierer), A der Entrepreneur 
oder Unternehmer, 1500 A. die Rente. Das Kapital, für 
welches der Rentier die Rente bezieht, tft der Einſatz (die 
Einlage), die Mije, der Barmwert, der bare Wert der Nente. 
Der Bertrag, welcher in betreff der Rente auögefertigt wird, 
heißt Annuitätövertrag. Die Nente ijt eine Zeitrente (oder 
Sahrrente, Annuität), wenn die Rente eine bejtimmte 
Anzahl von Jahren ohne Rückſicht auf das Alter des Rentiers 
bis zur Tilgung der Mije bezogen wird. Stirbt der eine 
Beitrente beziehende Nentier vor der feitgejebten Zahl der 
Sahre, jo hat der Entrepreneur die Rente bis zur Verfall— 
zeit an die Erben desjelben auszuzahlen. Die Rente iſt eine 
Leibrente oder Lebensrente, wenn ſie der Nentier bi zu 
jeinem Tode bezieht. Vom Todestag an verliert der Ver— 
trag feine Gültigkeit und die Erben haben feine weiteren 
Anjprüche an die Rente und Mije. Die Zahl der Sahre, 
welche bei der Berechnung einer Leibrente angenommen wird, 
fann fi offenbar nur nah der durchſchnittlichen 
Bahl der Jahre richten, welche Perjonen vom Alter de 
Rentiers noch zu leben haben. Dieje „wahrjcheinliche Lebens— 
dauer” iſt von Statiſtikern aus der Lebensdauer einer 
großen Anzahlvon Berjonen abgeleitet und inden Jogenannten 
„Mortalitätstafeln“ niedergelegt worden. Die nachjtehende 
Tabelle 3. B. enthält unter A das Alter de3 Nentierd, unter 
W die Zahl der Jahre, welche er der Wahrfcheinlichkfeit nad) 
noch lebt und die zur Berechnung der Nente verwandt wird. 


8 55. Rente, 227 


Alw |a|w |Ja|w Ja w Ja|w|la|w 
0|27,8 |116|34,7 32 25,4 48 16,6 |64|8,91180 3,9 
4\42,4 120132,2 36 23,1 52 14,4 ||68| 7,5184 | 3,3 
8/40,9 |24|30,1 |40|20,9 1156 112,5 72 
12|38,0 |28|27,8 | 44|18,7 ||60| 10,6 ||76|4,8||92 | 2,4 


Beiden Rentenberechnungen werden ſtets Zinſeszinſen 
in Anſchlag gebracht. Da nach) Ablauf der für die Rente (b) 
bejtimmten Sahre (a) die Mije (c) aufgezehrt fein muß, fo 
it die Rentenformel direft aus der Öleichung Ain$ 54,1 
abgeleitet, wenn dort der Reit R = 0 gejebt wird. Es ift 





100 b 100 b 
alfo 0 = —J — —* — e) J— (A). 
d. i. 0a — q?)—+eq?; oder 
 — urn — 1); durch q* div. 


1% 
jo ergiebt ſich: 
69-100. bE. (B). 
Hieraus lafjen fich num leicht ec, b, a berechnen. 


1 
Die Mile ce —= RE 


-—f1 Ser =) Sehtman — —— nr, 
q q 








die Rente b — rt J— F 
aus Formel A die Zahl der Jahre 
— 2-+1gb—1g (1006 — cp) 
189 


Die Berechnung der Prozente (p) würde die Auflöſung 
einer Gleichung von a— Item Grade erfordern. Da nun 
ſolche Gleichungen nicht -allgemein aufgelöft werden fünnen, 


15* 
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jo läßt fih p nur durch ziemlich umftändliche Verſuche 
beitimmen. Dem Berfaffer diejes Buches (R. Sch.) iſt es 
jedoch geglücdt, folgende fehr bequeme Formel zu finden, 
durch welche die Prozente jelbjt bei jehr großer Zahl der 
Sahre noch immer ſehr genau berechnet werden, wie die 
unten folgende vierte Aufgabe zeigt: 


al 


u 209a b mo) (5 ON (D). 
@t1)ce (ab 
1. Aufg. Z. will eine Rente von 1100 M 20 Jahre lang 
beziehen. Welche Mije hat er dem Entrepreneur zu zahlen ? 
Auflöfung Wird 51/,%/, angenommen, fo ift alfo in 
1 
SormlC q=5,—=525; q—=1-- 205 —=1- = 
— 1,0525; b=1100; a=20 zu jeben. Zunächſt iſt 


ſtets r—=1— a hier aljor—=1 — op du berechnen. 


Dies geſchieht am beiten in folgender Weiſe: 
lg 1,0525 == 0,0222221 (.20 
lg 1,0525?°— 0,4444420, 
folglich Ig —gggm- —d. E. 1g 1,0525°° — 9,5555580 
(1. 838, 1. Zuſ.) 





1 
daher 1,0525 — 0,3593834 und 


r—=1— 0,3593834 — 0,6406166. 


1008 N 
Rum en 


5a 

— 2 T — 18429,44 

2. Aufgabe. N übergiebt der Rentenanſtalt 21000 M, 
für welche er eine Rente beziehen will. Da er 32 Jahre alt 
ift, fo wird feine wahrjcheinliche Lebensdauer noch 25,4 Jahre 
betragen (fiehe oben die Tabelle im Eingange dieſes 8). Die 
Rente wird mit 51/, %/, berechnet. Wie groß ift die Rente? 
Aufldfung. c=21000, p=5b1/,—=b,5; da 1,055, 

1 


a = 25,4; a 
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Man findet 181,055°°* — 0,5906135, daher lg er 
— 9,4093865 (f. 1. Aufgabe); ar — 0,2566767; 
5 ’ 


r=1 — 0,2566767 = 0,7433233. Nun ijt die gejuchte 
21000 . 51), 115500 
Rente b = 


100 . 0,7433233 74,33233 — 1553,83 M. 
3. Aufgabe. N will ih für eine Mije von 23400 M 
eine Rente von 2200 M faufen. Wie lange kann ex dieſelbe 
beziehen, wenn die Rechnung mit 3%, ausgeführt wird ? 
Auflöjung. Hier tft b= 2200, e= 23400, p=3; 
= 1 —- 3/00 = 1,03. Daher (ſ. C 
2-18 2200 — 1g (100 . 2200 — 23400 . 3) 
SIR lg 1,03 
__2-+-1g 2200 — 18149800 


lg 1,03 
1,2 3,3424227 — 5, 1755118 __ 0,1669110 
0,0128372 = orasara — 13 Sahre. 
4. Aufgabe. Wie groß ijt der Zinsfuß, mit welchem 
für die Zeit von 14 Sahren aus der Mije 6133 M 709. 
die Rente 600 A berechnet wurde ? 
Auflöfung Mit e= 6133,70, b= 600, a = 14 
ergiebt fich auß der Formel D: 
__200..(14.. 600 — 6133,7) — 6133,7 A IE m en y 





123 0133.72 14% 
0217,48 18 
Pp= 0 - 0,7802024%e; 
p — 4,498667. 


Alſo ſehr wenig abweichend von dem genauen Wert 41/, %. 
Die Berechnung des vorjtehenden Ausdruds iſt folgende: 


lg 0,7302024 = 9,8634432 — 10; dafür (. S40 B, 
lg (0,7302024°Ys) — — 0,1365568 . 18/ 3. Bſp.) 
— 0,0394497 


IN | 


10 — 0,0394497 — 10 oder 
lg (0,7302024”%) = 9,9605503 — 10 
lg 30217,33— 4,4802561 
d.E.186133,7—= 6,2122775 
lgp— 0,6530839. 
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5. Aufgabe. Eine Gemeinde hat von ihrer Herrichaft 
eine Summe von 18000 M erborgt und al3 Bürgichaft 
ihren Gemeindewald, welcher jährlich 1300 M Neinertrag 
giebt, zur Nubung überlafjfen. (Ein derartiger Vertrag 
heißt antichretiich, d.i. Pfandnubungsvertrag.) Wenn nun 
5%, Zins auf Zins gerechnet werden, wie viel Jahre kann 
die Herrichaft ven Wald benuben, bis ihre Forderung jamt 
Binjen abgetragen ijt? 

Auflöjung. HSierifi c= 18000, b=1300, p=5, 
g=1-+°> 1,05; nad C findet man: 

__ 2-+1g 1300 — Ig (100 . 1300 — 18000 . 5) 
— ig 1,05 
2-4 3,1139434 — 4,6020600 
Ten ro 24,15763 Jahre. 

Wenn nun die Herrichaft den Wald jtatt 24,158 genau 
24 Sahre benußt, wie viel hat die Gemeinde auf ihre 
Schuld noch herauszuzahlen? Um dies zu berechnen, jeße 
man in die Formel A (8 54, D: e=18000, b=1300, 
p=5, q=1,05, a—= 24 (Sahre) und man findet 
np 0 el (100 — isooo). 1,05% 

R = 26000 -8000.1,05°*=26000-25800,8= 199,2 M. 

So viel aljo hätte die Gemeinde noch herauszuzahlen. 
Angenommen aber, die Herrichaft hätte den Wald noch 
weitere vier Jahre benußt, jo würde in vorjtehender Rechnung 
an die Stelle von 24 die Zahl 28 treten und man fände 
R = — 5362,04 M. In diefem Falle hätte die Herrichaft 

5362,04 . über ihre Sorderung gezogen und müßte mithin 
dieſen Betrag an die Gemeinde zurüczahlen. 
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I. Die Auflöjung der reinen kubiſchen Gleichung bon 
der Form ax?=b iſt ſchon in 843 (VI, A) gelehrt worden, 
daher ift nur noch die Löſung der gemijchten Fubijchen 
Öleihung nachzutragen. Diejelbe kann die folgenden drei 
Formen haben: 
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1) Star +hbı c=0, 
2) 8 ar +c=1(, 
3) x—bx —ce=0. 
Die beiden erjten Gleichungen löſt man nicht direkt auf, 
londern bringt fte (wie in IV und V gezeigt werden foll) 
ſtets auf die Z.Form, deren Löſung in VIund VII gegeben wird. 


I. Die Öleihung 3. Grades hat ſtets 3 Auflöfungen 
(Wurzeln). 

Bew. Wäre für ax? bx—c=0 zunädft nur 
eine Auflöfung x = d gefunden worden, fo iſt dẽ— ad? 
—-bd—+c=0(f. $S42,D. Subtrahiert man die lebtere 
Gleichung von der gegebenen, jo erhält man: 

3— a - Mr —d)=0. 

Da die linfe Seite den gemeinfamen Faktor x— d hat 
(ſ. 8 17, IID, fo fann man diejen ausheben: 

x— dx? —+dx+d’+a+d)-+b]=0. 

Aus diefer Gleichung folgt nun nach $ 43, IV, F: 

1) x— d=0,d.1.x=d, wie ſchon zuerjt gefunden 
{worden war; 

2) 2 — dx — de ak d+b=0. Dice 
quadratiiche Gleichung enthält mithin noch zwei Wurzeln 
der gegebenen Gleichung. 

II. Zugleich geht hieraus hervor, daß man die Öleihung 
3. Grades ſtets durch die annullierte Wurzelgleichung 
(x — d=0) ohne Reſt dividieren kann. Hat man daher 
eine Wurzel gefunden, jo gelangt man durch dieje Diviſion 
zu einer quadratijchen Gleichung, die die beiden noch fehlenden 
Wurzeln enthält. 

IV. Sit die Öleihung x? —- ax? bx— c= 0 gegeben, 
jomag x=y--n gejebt werden. Man erhält alsdann: 
y+-nm)®-+a(y+n)+b(y+n)+c=0; entwidelt: 
y®—(8n + a)y?+ (3n?—+ 2an--b)y- n’— an? 
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+ bn-+e=0. Gebt man hier In — a — 0, alſo 


D— _ fo verſchwindet y? und jene Annahmex—=y-n 
geht über in x — y — zZ 


Setzt man mithin in der vollftändigen Gleich. 3. Grades 
x=y bermehrt um den 3. Teil des entgegengejeßt ge= 
nommenen Soeffizient von x?, jo verjchwindet das Quadrat 
der Unbekannten und die Gleichung erhält die gewünſchte 
Form 8 + bx—-c=0 (j. VIund VD. 

Beispiel. xẽ — 12x?—+17x-490=0; 
=y— 1, (-12)=y--4 geſetzt, giebt 
N 0— entwickelt: 

—00 

Iſt aus dieſer Gleichung eine Löſung y — 5 gefunden, 
fo iſt alddann —y 4—549. 

V. Sit die Gleichung x? — ax? — c — 0 gegeben, fo 
beſeitigt man das Quadrat der Unbekannten nicht auf die 
ſoeben angegebene Weiſe, ſondern ſetzt einfach — Man 
erhält alsdann: 

1\3 1\2 
(z) —+a (5) —+c=0, mit y? mult.: 
1--ay--cey?’= 0 und durd) e dipidiert: 


y’+2y+—=0, alfo die Form, wie fie ſich zur Auf— 
löjung eignet. 


VI Auflöfung der Gleihung: 
-bıtc=0. 
Man feße x—=m--n, folglich ift alsdann: 

(mn)? --b(m—-n)+c=0; entwidelt: 
m’+3m?n—-3mn’+n?-bm--bn+ce=0; d.i. 
m’—-n?--c-+- (3mn—b)(m--.n)=0. Dieſer Gleichung 
wird nur genügt, wenn 
I. m’+n?+e=0 und IF. 3mn —+b=0 gefeßt wird, 
denn dann ift die linfe Seite — der reiten. 
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Um nun diefe noch unbefannten Zahlen m und n aus 
b 
b und ce zu bejtimmen, fucht man aus II*: n— — 5 und 
lebt dies in I* ei 
m? — . 7+e=0 oder m + cm’—= 2 
Gebt man m’=1r, alfo m®=1r?, fo geht diefe Gleichung 


über in: xꝰ ox — 2, folglich 
=—;+ (+) d. i. 
“te yore 
Nun ift auch "= — c— m? (fiehe Ir) 
lee 
--t: (+0) 


Bieht man noch ar Kubilwurzel aus, jo erhält man: 


Dieje Werte in x—=m—-n eingeſetzt, giebt die Auflöfung 
der Gleichung 3. Grades: 


Ve V- 2-1 


Anmerk. Dieſe Formel tft von Cardano zu Mailand 
1545 zuerſt befannt gemacht worden; fie heißt daher 
„Cardaniſche Formel”. Sie war aber ſchon 1515 von 
Ferrari zu Bologna und 1534 von Tartaglia gefunden. 
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Beifpiel. xꝰẽ — 14x +55=0. Heitb=— 14, 
c=55, folglich: 


3 


++) 


I ae Ver+G);»i 
= Ve, Ve m 
| Ha Fe? a 
— _ Vers Vrse2s — 1orenses 


3 as dei de. 1a EEE he. 2 
—+- 127,5 4756,25 — TI 


3 BA 2 ER 
——— 27,5 — 25,58555 427,5 4 — 
— — [1,2416943 4 3,7583057] oder x=5. 


vu Sit 8 — bxte=0 gegeben, wo — b eine 
negative Zahl und Ab? > 27e? fein foll, fo wird die 
Cardaniſche Formel unbrauchbar, da alsdann die Quadrat— 
wurzel in derjelben imaginär iſt. Für dieſen Fall, den man 
casus irredueibilis nennt, hat al3dann die Gleichung dritten 
Grades drei reelle Wurzeln, während ſie nur eine reelle 
Wurzel und zwei imaginäre hat, wenn in der Cardaniſchen 
Formel die Duadratwurzel reell ift. 

A. Der casus irreducibilis fonnte bisher nicht algebraiſch, 
fondern nur trigonometriſch in folgender Weile aufgelöjt 
werden: 

Beitimme den Winfel e aus 
sin eo wo b und e ftet3 abjolut (pofitiv) zu 

1 Peek 
3 
nehmen find. 


$ 56. Die Gleichung dritten Grades, 235 


Asdann it x, = Ve sin — | mit dem 
AR Vorzeichen 
2 1 .5,°008 (30°+5) | von c, 
= — (uT%) 


B. Dennoch kann die Auflöjung der Gleichung dritten 
Grades für den casus irredueibilis auch algebraijch durch 
die nachitehende, vom Verfaſſer (R. Sch.) neuerdings 
gefundene 22 aufgelöjt ae 


9 e? RE 
ha J— Er air Er 
wo lgm=0,7968036; n—11,639016; Igp—1,0542793; 
r = 0,5853828; lgr = 9,7674400 —10. 
Die Berechnung von x ijt am beiten in folgender Wetje 
auszuführen: 
Man beitimme den EN bon 


In "TP — u * 
Suche von demſelben (als Numerus gedacht) den Logarithmus 
und vermehre dieſen um 9,7674400 —10. Der zur Summe 
diejer beiden Logarithmen gehörige Numerus it der Log. 
von [...". Alsdann iſt 
ex—=lgm—1Igc+d.E.lgb—d.E.Ig[...]; 
x mit dem Vorzeichen von c. 
Beijpiel. x — 21x — 35 * 0. 
DamAr. 219.1 87044, 797.352 == 883075, Lalın 
4b? >27c?, fo tritt hier der casus irredueibilis ein. Die 
Berechnung iſt nun folgende: 


97.35? 35° 25 
(at 1m am) —ela tes To) 


—= ]g (11,639016 4 — — ee 
—1Ig 15,215777 = 1,1822941. 
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lg 1,1822941 — 0,0727255 
1 9,7674400 
9,8401655 


Der Numerus diejes Log. ift 0,6920947 = 1g|... 


lg m —= 0,7968036 
lg 35 = 1,5440680n 
d. E. 1g 21 = 8,6777807 
d.E.1g |... "= 9,3079053 
lgx = 0,3265576n 
x = — 2,121083. 
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Webers Tilustrierte Katechismen 
Belehrungen aus dem Gebiete der Wissenschaften, 
Künste und Gewerbe etc. 


ILEIIEIELIELIKLDIDDIELILIEIELILIELIEDBEIELIEDEIEI 


. Abbreviaturenlexikon. Wörterbuch lateinischer und italienischer Abkürzungen, wie 
sie in Urkunden und Handschriften besonders des Mittelalters gebräuchlich sind, 
dargestellt in über 16 000 Zeichen, nebst einer Abhandlung über die mittelalterliche 
Kurzschrift, einer Zusammenstellung epigraphischer Sigel der alten römischen und 
arabischen Zählung und der Zeichen für Münzen, Masse und Gewichte von Adriano 


gappelli. 1901. 7 Mark 50 Pf, 
Ackerbau, praktischer. Uon Wilhelm Bamm. Dritte Auflage, gänzlich um— 
gearbeitet von A. @. Schmitter. Mit 138 Abbildungen. 1890. 3 Mark. 


Akustik s. Physik. 

Aarikulturchemie. Uon Dr. Max Passon. Siebente Auflage. Mit Al Ab- 
bildungen. 1901. 3 Mark 50 Pi, 

Alabasterschlägerei s. Liebhaberkünste. 

Algebra, oder die @rundliehren der allgemeinen Arithmetik. Vierte Auflage, voll- 
ständig neu bearbeitet von Richard Schurig. 1895. 3 Mark. 

Algebraische Analysis von Franz Bendt. Mit 6 Abbildungen. 1901. 2 Mark 50 Pf. 

Anstandsiehre s. Ästhetische Bildung und Ton, der gute. 

Appretur s. Chemische Technologie und Spinnerei. 

Arbeiterversicherung s. Invaliden=, Kranken= bez. Unfallversicherung. 

Archäologie. Übersicht über die Entwickelung der Kunst bei den Völkern des Alter- 
tums von Dr. Ernst Kroker. Zweite, durchgesehene Auflage, Mit 3 Tafeln und 
133 Abbildungen. 1900. 3 Mark. 

Archivkunde s. Registratur, 

Arithmetik, praktische, Handbuch des Rechnens für Lehrende und Lernende. Vierte 
Auflage, vollständig neu bearbeitet von Ernst Riedel. 1901, 3 Mark 50 Pf. 

Ästhetik. Belehrungen über die Wissenschaft vom Schönen und der Kunst von 
Robert Prölss. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. 1889. 3 Mark. 

Asthetische Bildung des menschlichen Körpers. Lehrbuch zum Selbstunterricht 
für alle gebildeten Stände, insbesondere für Bühnenkünstler von Oskar @uttmann, 
Dritte, verbesserte Auflage. Mit 98 Abbildungen. 1902. 4 Mark, 

Astronomie. Belehrungen über den gestirnten Himmel, die Erde und den Kalender 
von Dr. Hermann J. Klein. Neunte, vielfach verbesserte Auflage. Mit 3 Tafeln 
und 143 Abbildungen. 1900. 3 Mark 50 Pf. 

Ätherische Öle s. £hemische Technologie. 

Ätzen s. Liebhaberkünste. 

Aufsatz, schriftlicher, s. Stilistik. 

Auge, das, und seine Pflege im gesunden und kranken Zustande, Nebst einer 
Anweisung über Brillen. Dritte Auflage, bearbeitet von Dr. med. Paul Schröter. 
Mit 24 Abbildungen. 1887. 2 Mark 50 Pf. 
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Auswanderung. Kompass für Auswanderer nach europäischen Ländern, Asien, Afrika, 
den deutschen Kolonien, Australien, Süd- und Zentralamerika, Mexiko, den Uer- 
einigten Staaten von Amerika und Kanada. Siebente Auflage. Vollständig neu 
bearbeitet von Gustav Meinecke. Mit 4 Karten und einer Tafel. 1897, 

2 Mark 50 Pf, 


Bakterien von Dr. U. Migula. Mit 30 Abbildungen. 1891. 3 Mark. 
Bank- und Börsenwesen. Zweite Auflage, nach den neuesten Bestimmungen der 
Gesetzgebung umgearbeitet von Georg Schweitzer. 1902. 3 Mark 50 Pi, 


Baukonstruktionsiehre. Mit besonderer Berücksichtigung von Reparaturen und Um— 
bauten. Von W. Lange. Uierte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 479 Ab— 
bildungen und 3 Cateln. 1808. A Mark 50 Pf. 

Bauschlosserei s. Schlosserei II. 

Baustile, oder Lehre der architektonischen Stilarten von den ältesten Zeiten bis auf 
die Gegenwart. Nebst einer Erklärung der im Werke vorkommenden Kunstaus- 
drücke. Uon Dr. Ed. Treibern von Sacken. Vierzehnte Auflage. Mit 103 Ab- 
bildungen. 1901. 2 Mark. 

Baustofflehre. Von WalthberLange. Mit 162 Abbildungen. 1898. 3Mark 50 Pf. 

Beleuchtung s. Ebemische Technologie und Beizung. 

Berabaukunde. Uon @. Köhler. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 


224 Abbildungen. 1898. 4 Mark. 
Berasteigen. Katechismus für Bergsteiger, @ebirgstouristen und Alpenreisende von 
Julius Meurer. Mit 22 Abbildungen. 1892. 3 Mark. 
Beweagungsspiele für die deutsche Jugend. Uon J. &. Lion und I. B. Wort= 
mann. Mit 29 Abbildungen. 1891. 2 Mark. 
Bienenkunde und Bienenzucht. Uon @. Kirsten. Mit 51 Abbildungen. 1887. 
ark, 

Bierbrauerei. Bilfsbüchlein für Brauereipraktiker und Studierende von Mm Rrans 
dauer Mit 42 Abbildungen. 1898. A Mark. 


s. auch &hemische Technologie. 

Bildhauerei für den kunstliebenden Laien. Von Rudolf Maison. Mit 63 Ab- 
bildungen. 1894. 3 Mark. 

Bleicherei s. Chemische Technologie und Wäscherei u. s. w. 

Bleichsucht s. Blutarmut. 

Blumenzucht s. Ziergärtnerei. 

Blutarmut und Bleichsucht. Uon Dr. med. Berm. Peters. Zweite Auflage. Mit 
zwei Caieln kolorierter Abbildungen. 1835. 1 Mark 50 Pf. 

Biutgefässe s. Herz. 

Blutvergiftung s. Infektionskrankbeiten. 

‚Börsenwesen s. Bank= und Börsenwesen. 

Bossieren s. Liebhaberkünste. 

Botanik, allgemeine, Zweite Auflage. Vollständig neu bearbeitet von Dr. €E.Dennert. 

Mit 200 Abbildungen. 1897. 4 Mark. 

Botanik, Iandwirtschaftliche. Uon Karl Müller. Zweite Auflage, vollständig 
umgearbeitet vonR.hberrmann. Mit 4 Tafeln und 48 Abbildungen. 1876. 2 Mark. 

Brandmalerei s. Liebhaberkünste. 

Brennerei s. Ehemische Technologie. 

Briefmarkenkunde und Briefmarkensammelwesen. Uon U. Suppantschitsch. 
iDit I Porträt und 7 Cextabbildungen. 1395, 3 Mark. 
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Bronzemalerei s. Liebhaberkünste. 


Buchbinderei. Uon Hans Bauer. Mit 97 Abbildungen. 1899. 4 Mark. 
 Buchdruckerkunst. Siebente Auflage, neu bearbeitet von Johann Jakob Weber. 
Mit 139 Abbildungen. 1901. 4 Mark 50 Pf. 


Buchführung (einfache und doppelte), Kaufmännische von Oskar Klemich. Sechste, 
durchgesehene Auflage. Mit 7 Abbildungen und 3 Wechselformularen. 1902. 3 Mark. 
Buchführung, Tandwirtschaftliche. Uon Prof. Dr. K. Birnbaum. 1879. 2 Mark. 

Bürgerliches @esetzbuch s. Gesetzbuch. 

Butterbereitung s. Chemische Technologie und Milchwirtschaft. 

Chemie. Uon Prof. Dr. h. Hirzel. Achte, vermehrte und verbesserte Auflage. 
Mit 32 Abbildungen. 1901. 5 Mark. 

Chemikalienkunde. Eine kurze Beschreibung der wichtigsten Chemikalien des 
Bandels. Zweite Auflage, vollständig neu bearbeitet von Dr. M. Pietsch. 1902, 

Chemische Technologie s. Technologie. Ps 

Cholera s. Infektionskrankbeiten. 

Choreographie s. Tanzkunst. 

Chronologie. Mit Beschreibung von 33 Kalendern verschiedener Völker und Zeiten 
von Dr. Adolf Drechsler. Dritte, verbesserte und sehr vermehrte Auflage. 
1881. 1 Mark 50 Pf. 

s. auch Urkundenlehre. 

Qitatenlexikon. Sammlung von Litaten, Sprichwörtern, sprichwörtlichen Redens= 
arten und Sentenzen von Daniel Sanders. Mit dem Bildnis des Uerfassers. 
1899, Einfach gebunden 6 Mark, in @eschenkeinband 7 Mark. 

Gorrespondance commerciale par J. Forest. D’apres l’ouvrage de mẽme nom en 
langue allemande par L. 5. Findeisen. 1805. 3 Mark 50 Pf. 

@roquet s. Bewegungsspiele. 

Dampfkessel, Dampfmaschinen und andere Wärmemotoren. Ein Lehr: und Nach- 
schlagebuch für Praktiker, Techniker und Industrielle von Th. Schwartze. Siebente, 
vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 285 Abbildungen und 12 Tafeln. 1901. 5 Mark. 

Dampfmaschinen s. Dampikessel. 

Darmerkrankungen s. Magen u. s. w. 

Darwinismus. Uon Dr. Otto Zacharias. Mit dem Porträt Darwins, 30 Abbil- 
dungen und 1 Cafel. 1892. 2 Mark 50 Pf. 

Delftermalerei s. Liebhaberkünste. 

Destillation, trockene s. Chemische Technologie. 

Dichtkunst s. Poetik. 

Differemtial- und Tntegralrechnung von Franz Bendt. Zweite, verbesserte Auf 
lage. Mit 39 Abbildungen. 1901. 3 Mark. 

Diphtherie s. Infektionskrankbeiten. 

Dipiomatik s. Urkundenlehre. 

Dogmatik. Uon Prof. Dr. Georg Runze. 1808. A Mark. 

Drainierung und Entwässerung des Bodens. Uon Dr. William Löbe, Dritte, 
gänzlich umgearbeitete Auflage. Mit 92 Abbildungen. 1881. 2 Mark. 


Dramaturgie. Uon Robert Prölss. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. 
1899, A Mark. 
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Droauenkunde. Zweite Auflage, vollständig neu bearbeitet von Dr. M. Pietsch 
und A. Fuchs. 1900. 3 Mark. 

Düngemittel, Künstliche s. Chemische Technologie. 

Dysenterie s. Intektionskrankbeiten. 

Einjährig- Freiwillige. Der Weg zum Einjährig= Freiwilligen und zum Offizier 
des Beurlaubtenstandes in Armee und Marine. Uon Oberstleutnant z. D. Moritz 
Exner. Zweite Auflage. 1897. 2 Mark. 

Eissegeln und Eisspiele s. Wintersport. 

Elektrochemie. Von Dr. Walther Löb. Mit 43 Abbildungen. 1897. 3 Mark. 

Elektrotechnik. Ein Lehrbuch für Praktiker, Chemiker und Industrielle von 
Ch. Schwartze. Siebente, vollständig umgearbeitete Auflage. Mit 286 Abbil- 
dungen. 1901. 5 Mark. 

Entwässerung s. Drainierung. 

Essigfabrikation s. Chemische Technologie. 


Ethik. Uon Friedrich Kirchner. Zweite, verbesserte und vermehrte Auflage. 
1898. 3 Mark, 

Fahrkunst, Gründliche Unterweisung für Equipagenbesitzer und Kutscher über ratio- 
nelle Behandlung und Dressur des Wagenpferdes, Anspannung und Fahren, Uon 
Friedrihb HBamelmann.. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 21 Ab= 
bildungen, 1885. A Mark 50 Pf. 

Familienhäuser für Stadt und Land als Fortsetzung von „Villen und kleine 
Familienhäuser“. Uon @. Aster. Mit 110 Abbildungen von Wohngebäuden nebst 
dazugehörigen Grundrissen und 6 in den Text gedruckten Figuren. 1898. 5 Mark. 

Farbenichre, Von ErnstBerger. Mit 40 Abbildungen und $ Farbentafeln. 1808. 

4 Mark 50 Pt. 

Färberei und Zeusdruck. Uon Dr. Hermann @rothe. Zweite, vollständig neu 
bearbeitete Auflage. Mit 78 Abbildungen. 1885. 2 Mark 50 Pf. 

Färberei s. auch Chemische Technologie. 

Farbstofifabrikation s. Chemische Technologie. 

Farbwarenkunde,. Uon Dr. &. heppe. 1881. 2 Mark. 

Fechtkunst s. Ästhetische Bildung, Biebfechtschule und Stosstechtschule. 

Feldmesskunst. Uon Dr. &. Pietsch. Sechste Auflage. Mit 75 in den Text ge= 
druckten Abbildungen. 1897, 1 Mark 80 Pf. 

Festigkeitsichre s. Statik. 

Fette s. Chemische Technologie. 

Fenerlösch- und Feuerwehrwesen. Uon Rudoli Fried. Mit 217 Abbildungen. 
1899, 4 Mark 50 Pf. 

Feuerwerkerei s. Ehemische Technologie und Lustieuerwerkerei, 

Fieber s. Infektionskrankbeiten. 


Finanzwissenschaft, Uon Alois Bischof. Sechste, verbesserte Auflage. 1808, 


2 Mark. 
Fischzucht, künstliche, und Teichwirtschafit. Wirtschaftslehre der zahmen Fischerei 
von €.A.Schröder. Mit 52 Abbildungen. 1889, 2 Mark 50 Pf. 


Flachsbau und Flachsbereitung. Von K. Sonntag. Mit 12 Abbildungen. 1872, 
Flecktyphus s. Infektionskrankbeiten. Klar SO 
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Flöte und Flötenspiel. Ein Lehrbuch für Flötenbläser vonMaximilian Schwedler. 


Mit 22 Abbildungen und vielen Notenbeispielen. 1897. 2 Mark 50 Pf. 
Forstbhotanik. Uon B. Fischbach. Fünfte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 
N 79 Abbildungen. 1894. 2 Mark 50 Pf. 
Frau, das Buch der jungen. Uon Dr. med. 5. Burckhardt. Fünfte, verbesserte 
Auflage. 1899. 2 Mark 50 Pi., in @eschenkeinband 3 Mark. 
Frauenkrankheiten, ihre Entstehung und Verhütung. Uon Dr. med. Wilhelm 

Buber. Vierte Auflage. Mit 40 Abbildungen 1895. 4 Mark. 


Freimaurerei. Uon Dr. Willem Smitt. Zweite, verbesserte Auflage. 1899. 2 Mark. 

Fremdwörter s. Wörterbuch, Deutsches. 

Fuss s. Hand. 

Fussball s. Bewegungsspiele. 

Galvanoplastik und Galvanostegie. Ein Handbuch für das Selbststudium und den 
Gebrauch in der Werkstatt von G. Seelhorst. Dritte, durchgesehene und vermehrte 
Auflage von Dr. &. Langbein. Mit 43 Abbildungen. 1888. 2 Mark. 

Gartenbau s. Nutz=, Zier-, Zimmergärtnerei, Obstverwertung und Rosenzucht. 

‚Gasfabrikation s. Chemische Technologie. 

Gebärdensprache s. Ästhetische Bildung und Mimik. 

Geburt s. Frau, das Buch der jungen. 

Gedächtniskunst oder Mnemotechnik. Von BermannKothe. Achte, verbesserte 
und vermehrte Auflage, bearbeitet von Dr. @. Pietsch. 1897, 1 Mark 50 Pf. 

Geflügelzucht. Ein Merkbüchlein für Liebhaber, Züchter und Aussteller schönen 
Rassegeflügels von Bruno Dürigen. Mit 40 Abbildungen und 7 Tafeln. 1890, 


4 Mark. 
Geisteskrankheiten. Geschildert für gebildete Laien von Dr. med. Cheobald@üntz. 
1890. 2 Mark 50 Pi. 


Geldschrankbau s. Schlosserei I. 

Gemäldekunde. Von Dr. Ch. v.Frimmel. Mit 28 Abbildungen. 1894. 3Mark 50 Pf. 

Gemüsebau s. Nutzgärtnerei. 

Genickstarre s. Infektionskrankbeiten. 

Geographie. Von Karl Arenz. Fünfte Auflage, gänzlich umgearbeitet von Prof. 
Dr. 51. Craumüller und Dr. O. hahn. Mit 69 Abbildungen. 1899. 3 Mark 50 Pf. 

Geographie, mathematische. Zweite Auflage, umgearbeitet und verbessert von 
Dr. Hermann J. Klein. Mit 113 Abbildungen. 1894. 2 Mark 50 Pf. 


Geographische Verbreitung der Tiere s. Tiere u. s. w. 
Geologĩie. Uon Professor Dr. Hippolyt Haas. Siebente, vermehrte und verbesserte 


Auflage. Mit 186 Abbildungen und I Tafel. 1902, 3 Mark 50 Pi. 
Geometrie, analytische. Von Dr. Max Friedrich. Zweite Auflage, durchgesehen 
und verbessert von Ernst Riedel. Mit 56 Abbildungen. 1900, 3 Mark. 


Geometrie, darstellende s. Projektionslehre. 
Geometrie, ebene und räumliche. Von Prof. Dr. K. Ed. Zetzsche. Dritte, ver— 
mehrte und verbesserte Auflage. Mit 223 Abbildungen und 2 Tabellen. 1802, 
3 Mark, 
Gerberei s. Chemische Technologie.- 


Gesanaskunst. Uon F. Sieber. Fünfte, verbesserte Auflage. Mit vielen Noten 
beispielen. 1894. 2 Mark 50 Pi. 


Gesangsorgane s. Gymnastik der Stimme. 
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Geschichte, allgemeine, s. Weltgeschichte. 
Geschichte, deutsche. Von Wilhelm Kentzler. 1879. 2 Mark 50 Pf, 


Gesetzbuch, Bürgerliches, nebst Einführungsgesetz. Textausgabe mit Sach- 


register. 18906. 2 Mark 50 Pi. 

Gesetzaebung des Deutschen Reiches s. Reich, das Deutsche. 

Gesteinskunde s. Petrographie. 

Gesundheitsichre, naturgemässe, auf physiologischer @rundlage. Siebzehn Vorträge 
von Dr. Fr. Scholz. Mit 7 Abbildungen. 1884, 3 Mark 50 Pf, 

Gewerbeordnung für das Deutsche Reich. Textausgabe mit Sachregister. 1901. 

‘1 Mark 20 Pi, 

Gicht und Rheumatismus. Uon Dr. med. Arnold Pagenstecher. Dritte, um— 
gearbeitete Auflage. Mit 12 Abbildungen. 1889, 2iMark. 

Girowesen. Uon Karl Berger. Mit 21 Formularen. 1881, 2 Mark. 

Glasfabrikation s. Chemische Technologie. 

Glasmalerei s. Porzellanmalerei und Liebhaberkünste.] 

Glasradieren s. Liebhaberkünste. 

@obelinmalerei s. Liebhaberkünste. 

Gravieren s. Liebhaberkünste. 

Gymnastik, ästhetische undipädagogische s.. Ästhetische Bildung. 

Baarezs. Baut.: 

Band und Fuss. Ihre Pflege, ihre Krankheiten und deren Verhütung nebst Heilung 


von Dr. med. Albu. Mit 30 Abbildungen. "1895. 2 Mark 50 Pf. 
Bandelsgesetzbuch für das Deutsche Reich nebst Einführungsgesetz. Textausgabe 
mit $Sachregister. 1897. 2 Mark. 


Handelsmarine, deutsche. Uon R.D tmer. Mit 66 Abbildungen. 1892. 
3 Mark 50 Pf. 


Handelsrecht, deutsches, nach dem Bandelsgesetzbuch für das Deutsche Reich von 

Robert Fischer. Vierte, vollständig umgearbeitete Auflage. 1901. 2 Mark. 
- Bandelswissenschaft. Uon K. Arenz. Sechste, verbesserte und vermehrte Auflage, 
bearbeitet von @ust. Rothbbaum und Ed. Deimel. 1890, 2 Mark. 


Baut, Haare, Nägel, ihre Pflege, ihre Krankheiten und deren Beilung nebst einem 
Anhang über Kosmetik von Dr. med. Schultz. Vierte Auflage, neu bearbeitet 


von Dr. med. Vollmer. Mit 42 Abbildungen. 1898. 2 Mark 50 Pf. 
Beerwesen, deutsches. Zweite Auflage, vollständig neu bearbeitet von Moritz 
Exner. Mit 7 Abbildungen, 1896. 3 Mark. 


Beilgymnastik. Uon Dr. med. B.A.Ramdohr. Mit 115 Abbildungen. 1893. 
3 Mark 50 Pf. 


Beizung, Beleuchtung und WVentilation. Uon Th. Schwartze. Zweite, vers 
mehrte und verbesserte Auflage. Mit 209 Abbildungen, 1897, A Mark. 


 Beizung s. auch Chemische Technologie. 


Heraldik. Grundzüge der Wappenkunde von D. Ed. Freih. v. Sacken. Sechste 
Auflage, neu bearbeitet von Moriz v. Weittenbiller. Mit 238 Abbildungen. 


1809, 2 Mark. 
Berz, Blut- und Eymphaefässe. Uon Dr. med. PaulNiemeyer. Zweite, völlig 
umgearbeitete Auflage. Mit 49 Abbildungen. 1890. 3 Mark. 
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Webers Tllustrierte Katechismen. 





Biebfechtschule, deutsche, für Korb- und @lockenrapier. Eine kurze Anweisung 
zur Erlernung des an unseren deutschen Hochschulen gebräuchlichen BHiebfechtens. 
Berausgegeben vom Verein deutscher Universitätsfechtmeister. Zweite Auflage. 


Mit 64 Abbildungen. 1901. 1Mark 50 Pf. 
Bolzindustrie. Taschenbuch für Werkmeister, Betriebsleiter, Fabrikanten und hand— 
werker von Rudolf Stübling. Mit 112 Abbildungen. 1901. 6 Mark. 


Boizmalerei, -schlägerei s. Liebhaberkünste. 
Bornschlägerei s. Liebhaberkünste. 

 Bufbeschlag. Zum Selbstunterricht für jedermann. Uon €. Ch. Walther. Dritte, 
vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 67 Abbildungen. 1889. 1Mark 50 Pf. 
Bühnerzucht s. Geflügelzucht. 

Runderassen. Uon Franz Krichler. Mit 42 Abbildungen. 1892, 3 Mark. 

BHüttenkunde, allgemeine, Uon Dr. €. 5. Dürre. Mit 209 Abbildungen. 1877. 

4 Mark 50 Pf, 

Infektionskrankheiten. Uon Dr. med. h. Dippe. 1896. 3 Mark. 

Influenza s. Infektionskrankbeiten. 

Intarsiaschnitt s. Liebhaberkünste. 

Integralrechnung s. Differential- und Integralrechnung. 

Invalidenversicherung. Uon Alfred Wengler. 1900. 2 Mark, 

Jäger und Jagdfreunde von Franz Krichler. Zweite Auflage, durchgesehen 
von 6. Knapp. Mit 07 Abbildungen. - 1902. 3 Mark. 

Kalenderkunde. Belehrungen über Zeitrechnung, Kalenderwesen und Feste. Zweite 
Auflage, vollständig neu bearbeitet von Dr. Bruno Peter, 1901, 2 Mark. 

s. auch Ehronologie. | 

Raliindustrie s. Chemische Technologie. 

Käsebereitung s. Chemische Technologie und Milchwirtschaft. 

Kenikopf, der, im gesunden und erkrankten Zustande. Uon Dr. med. 
£.L.Merkel. Zweite Auflage, bearbeitet von Sanitätsrat Dr. med. O. Beinze, 
Mit 33 Abbildungen. 1896. 3 Mark 50 Pi. 

Kellerwirtschaft s. Weinbau. 

Keramik s. Chemische Technologie. 

Keramik, Geschichte der. Uon Friedrich Jännicke. Mit Titelbild und 416 
in den Text gedruckten Abbildungen. 1900. 10 Mark. 

Kerbschnitt s. Liebhaberkünste. 

Kerzen s. Chemische Technologie. 

Keuchhusten s. Infektionskrankbeiten. 

Kind, das, und seine Pflege. Uon Dr. med: £. Fürst. Fünfte, umgearbeitete und 
bereicherte Auflage. Mit 129 Abbildungen. 1897. 

4 Mark 50 Pf., in Geschenkeinband 5 Mark. 

Kindergarten, Einführung in die Theorie und Praxis des. Uon Eleonore 





Beerwart. Mit 37 Abbildungen. 1901. 2 Mark 50 Pf, 
Kirchengeschichte, Uon Friedrich Kirchner. 1880. 2 Mark 50 Pf. 
Klavierspiel. Von Fr. Taylor. Deutsche Ausgabe von Math. Stegmayer. 

Zweite, verbesserte Auflage. Mit vielen Notenbeispielen. 1893. 2 Mark. 
Klavierunterricht. Studien, Erfahrungen und Ratschläge von L. Köhler. Fünfte 

Auflage. 1886. 5 Mark. 


x 


Verlag von I. I. Weber in Eeipzig. 





Kiempnerei von Franz Dreber. Erster Teil. Die Materialien, die Arbeitstechniken 
und die dabei zur Verwendung kommenden Werkzeuge, Maschinen und Einrichtungen. 


Mit 339 Abbildungen. 1902. 4 Mark 50 Pf. 
— — Zweiter Ceil. Die heutigen Arbeitsgebiete der Klempnerei. Mit 622 Abbildungen. 
1902. 4 Mark 50 Pf. 
Knabenhandarbeit. Ein Handbuch des erziehlichen Unterrichts von Dr. Woldemar. 
Götze. Mit 69 Abbildungen. 1892. 3 Mark. - 
Kompositionsiehre von Job. Ehrist. Lobe, Siebente, vermehrte und verbesserte 
Auflage von Rihbard Hofmann. 1902. 3 Mark 50 Pf. 


Korkarbeit s. Liebhaberkünste. 


Korrespondenz, Kaufmännische, von &. F. Findeisen. Sechste, vermehrte Auflage. 
Zum vierten Male bearbeitet von Franz Hahn. 1902. 2 Mark 50 Pf. 


in französischer Sprache s. Korrespondance commerciale. 
Kostümkunde. Von Wolfig. Quincke. Zweite, verbesserte und vermehrte Aufs 








lage. Mit 459 Kostümfiguren in 152 Abbildungen. 18906. 4 Mark 50 Pf. 
Krankenpflege im hause. Uon Dr. med. Paul Wagner. Mit 71 Abbildungen. 
18906. 4 Mark. 
Krankenversicherung. Uon Alfred Wengler. 1898. 2 Mark. 
Kriegsmarine, deutsche. Uon R. Dittmer. Zweite, vermehrte und verbesserte 
Auflage. Mit Titelbild und 174 Abbildungen. 1899. 4 Mark. 


Krupp s. Infektionskrankbeiten. 
Kulturgeschichte von J. J. Honegger. Zweite, vermehrte und verbesserte Auf= 


lage. 1889, 2 Mark. 
Kunstgeschichte. Uon Bruno Bucher. Fünfte, verbesserte Auflage. Mit 276 Ab- 
bildungen. 1899. 4 Mark. 


Kurzschrift, mittelalterliche, s. Abbreviaturenlexikon. 

Lawn - Tennis s. Bewegungsspiele. 

Lederschnitt s. Liebhaberkünste. 5 

Leimfabrikation s. Chemische Technologie. 

Liebhaberkünste. Uon Wanda Friedrich. Mit 250 Abbildungen. 1896. 
2 Mark 50 Pf. 

Litteraturgeschichte, allgemeine. Uon Dr. Ad. Stern. Dritte, vermehrte und 


- verbesserte Auflage. 1892. 3 Mark. 
Litteraturgeschichte,, deutsche. Uon Dr. Paul Möbius. Siebente, verbesserte 
Auflage von Dr. G@otthold Klee. 1896, 2 Mark. 
Logarithmen. Uon Prof. Max Meyer. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 
3 Caieln und 7 in den Text gedruckten Abbildungen. 1898, 2 Mark 50 Pf. 
Logik. Uon Friedrich Kirchner. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 
36 Abbildungen. 1900. 3 Mark. 


Lunge. Ihre Pilege und Behandlung im gesunden und kranken Zustande. Uon 
Dr. med. PaulNiemeyer. Neunte, umgearbeitete Auflage. Mit 41 Abbildungen. 
f 1900. 3 Mark. 
 Eungenentzündung und Eungenschwindsucht s. Infektionskrankbeiten. 
Lustfeuerwerkerei. Kurzer Lehrgang für die gründliche Ausbildung in allen Teilen 
der Pyrotechnik von &. A. von Dida. Mit 124 Abbildungen. 1883. 2 Mark. 
Eymphgefässe s. Herz. 





Webers Tllustrierte Katechismen. 





Magen und Darm, die Erkrankungen des. Für den Laien gemeinverständlich dar= 
gestellt von Dr. med, E. v. Sohblern. Mit 2 Abbildungen und 1 Tafel. 1805, 
3 Mark 50 Pi, 

Magnetismus s. Physik. 


Malaria s. Intektionskrankbeiten. 

Malerei. Uon Karl Raupp. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 
50 Abbildungen und 4 Tafeln. 1898. 3 Mark. 

s. auch Liebhaberkünste, Porzellan und @lasmalerei. 

Mandelentzündung s. Infektionskrankbeiten. 

Marine s. Bandels= bez. Kriegsmarine. 

Markscheidekunst. Uon O. Brathuhn. Mit 174 Abbildungen. 18092. 3 Mark. 

Maschinen s. Dampikessel. 

Maschinenelemente von L. Ofterdinger. Mit 595 Abbildungen. 1902. 6 Mark. 

Masern s. Infektionskrankbeiten. 

Massage und verwandte Heilmethoden. Uon Dr. med. €. Preller. Mit 78 Ab- 
bildungen. 1889, 3 Mark 50 Pf. 

Mechanik von Ph. Huber. Siebente Auflage, den Fortschritten der Technik ent— 
sprechend bearbeitet von Professor Walther Lange. Mit 215 Abbildungen. 1902, 





3 Mark 50 Pf, 
Meereskunde, allgemeine, Uon Johannes Walther. Mit 72 Abbildungen und 
einer Karte, 1893. 5 Mark. 


Metallätzen, -schlagen, -treiben s. Liebhaberkünste. 

Meteorologie. Uon Prof. W. J. van Bebber. Dritte, gänzlich umgearbeitete Auf» 
lage. Mit 63 Abbildungen. 1893. 3 Mark. 

Mikroskopie. Zweite Auflage. Unter der Presse. 

Milch, künstliche, s. Chemische Technologie. 

Milchwirtschaft. Uon Dr. Eugen Werner. Mit 23 Abbildungen. 1884. 3 Mark, 

Milzbrand s. Infektionskrankbeiten. 

Mimik und Gebärdensprache. Uon Karl Skraup. Mit 60 Abbildungen. 1892, 

3 Mark 50 Pf. 
Mineralbrunnen und -bäder. Ein Bandbuch für Kurgäste. Uon Dr. med. 


€. Heinrich Kisch. 1879. 4 Mark. 
Mineralogie von Dr. Eugen Hussack. Sechste, vermehrte und verbesserte Auflage. 
Mit 223 Abbildungen. 1901. 3 Mark, 


Mumps s. Infektionskrankbeiten. 

Münzkunde. Uon B. Dannenberg. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. 
Mit 11 Tafein Abbildungen, 1899, 4 Mark, 

Musik. Uon I. £. Lobe. Siebenundzwanzigste Auflage. 1900. 1 Mark 50 Pf, 

Musikgeschichte. Uon R. Musiol. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. 


mit 15 Abbildungen und 34 Notenbeispielen. 1888. 2 Mark 50 Pf, 
Musikinstrumente. Uon Richard Hofmann. Fünfte, vollständig neubearbeitete 
Auflage. Mit 189 Abbildungen. 1890, 4 Mark. 
Mlusterschutz s. Patentwesen. 
Mythologie. Uon Dr. €. Kroker. Mit 73 Abbildungen. 1891. 4 Mark. 


Nägel s. Haut. 
Nagelarbeit s. Liebhaberkünste. 


Verlag von J. J. Weber in Leipzig. 





Naturlehre. Erklärung der wichtigsten physikalischen, meteorologischen und 
chemischen Erscheinungen des täglichen Lebens von Dr. L. €. Brewer. Vierte, 


umgearbeitete Auflage. Mit 53 Abbildungen. 1803. 3 Mark. 
Nervosität. Uon Dr. med. Paul Möbius. Zweite, vermehrte und verbesserte 
Auflage. 1885, 2 Mark 50 Pf. 


Nierensystem s. Beız. 


Nivellierkunst. Uon Prof. Dr. £. Pietsch. Fünfte, umgearbeitete Auflage. Mit 


61 Abbildungen. 1900. 2 Mark. 

Numismatik s. Münzkunde. 

Nutzgärtnerei. Grundzüge des Gemüse» und Obstbaues von Hermann Jäger. 
Fünfte, vermehrte und verbesserte Auflage, nach den neuesten Erfahrungen und 
Fortschritten umgearbeitet von J. Wesseihöft. Mit 63 Abbildungen. 1893. 

2 Mark 50 Pf. 

Obstbau s. Nutzgärtnerei. 

Obstverwertung. Anleitung zur Behandlung und Aufbewahrung des frischen Obstes, 
zum Dörren, Einkochen und Einmachen, sowie zur Wein-, Likör-, Branntwein- und 
Essigbereitung aus den verschiedensten Obst= und Beerenarten von Johannes 


Wesselhböft. Mit 45 Abbildungen, 1897. 3 Mark. 
Ohr. Uon Dr. med. Richard Hagen. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. 
Mit 45 Abbildungen. 1883. 2 Mark 50 Pf. 


Öle s. £hemische Technologie. 

Optik s. Physik, 

Orden s. Ritter und Verdienstorden. 

Orgel. Erklärung ihrer Struktur, besonders in Beziehung auf technische Behandlung 
beim Spiel von €. 5. Richter. Vierte, verbesserte und vermehrte Auflage, 
bearbeitet von Hans Menzel. Mit 25 Abbildungen. 1896. 3 Mark. 


Ornamentik. Leitfaden über die Geschichte, Entwickelung und charakteristischen 
Formen der Verzierungsstile aller Zeiten von 5. Kanitz. $echsie, vermehrte und 


verbesserte Auflage. Mit 137 Abbildungen. 1902. 2 Mark 50 Pi. 
Pädagogik. Uon Friedrich Kirchner. 1890. 2 Mark. 
Pädagogik, Geschichte der. Uon Friedrich Kirchner. 1899. 3 Mark. 


Paläographie s. Urkundenlehre. 

Paläontologie s. Uersteinerungskunde. 

Patentwesen, Muster- und Warenzeichenschutz von Ottlo Sack. Mit 3 Abbildungen, 
1897. 2:Mark 50 Pf. 

Perspektive, angewandte. Nebst Erläuterungen über Schattenkonstruktion und 
Spiegelbilder von M. Kleiber. Dritte, durchgesehene Auflage. Mit 145 in 'den 
Text gedruckten und 7 Tafeln Abbildungen. 1900, 3 Mark. 

Petrefaktenkunde s. Uersteinerungskunde. 


Petrographie. Lehre von der Beschaffenheit, Lagerung und Bildungsweise der 


Gesteine von Dr?}J. Blaas. jZweite, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 
86 Abbildungen. 1898., 3 Mark. 

Pflanzen, die leuchtenden, s. Tiere und Pflanzen u. s. w. 
Pflanzenmorphologie, vergleichende. Uon Dr. €. Dennert. Mit über 600!Einzel- 
bildern in 506 Figuren. 1894, 5 Mark. 
Philosophie. Uon J. B.v. Kirchmann. Vierte, durchgesehene Aufl. 11897. 3 Mark. 
Philosophie, Geschichte der, von Chales bis zur Gegenwart. Uon Lic. Dr. 
r. Kirchner. Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. 1890. 4 Mark. 
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Webers Tllustrierte Ratechismen. 


Photographie. Anleitung zur Erzeugung pbotographischer Bilder von Dr. J. 
Schnauss. Fünfte, verbesserte Auflage. Mit 40 Abbildungen, 1895. 2 Mark 50 Pf. 


Phrenologie. Von Dr. G. Scheve. Achte Auflage. Mit Titelbild und 18 Abbil- 


dungen. 1896. 2 Mark. 
Physik. Uon Dr. Kollert. Fünfte, verbesserte und vermehrte Auflage. Mit 
273 Abbildungen. 1895, 4 Mark 50 Pf, 


Physik» Geschichte der. Uon Dr. €. @erland. Mit 72 Abbildungen. 1892. 4 Mark, 
Physiologie des Menschen, als Grundlage einer naturgemässen Gesundheitslehre. 
Uon Dr. med. Friedrich Scholz. Mit 58 Abbildungen. 1883. 3 Mark. 
Planetographie. Uon Dr. O.Lohse. Mit 15 Abbildungen. 18094. 3 Mark 50 Pi, 
Planimetrie mit einem Anhange über harmonische Teilung, Potenzlinien und das 
Berührungssystem des Apollonius von Ernst Riedel. Mit 190 Abbildungen, 
1900. 4 Mark, 
Pocken s. Infektionskrankbeiten. 


Poetik, deutsche. Uon Dr. Minckwitz. Dritte, vermehrte und verbesserte Auf 
lage. 1899. 2 Mark 50 Pt. 


Porzellan- und Glasmalerei. UonRobert Ulke. Mit 77 Abbildungen. 1894. 3 Mark. 


Projektionsiehre. Mit einem Anhange, enthaltend die Elemente der Perspektive. 
Uon Julius Hoch. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 121 Abbil= 


dungen. 1898, 2 Mark. 
Psychologie. Von Fr. Kirchner. Zweite, vermehrte und verbesserte Auflage. 
18906, 3 Mark, 


Pulverfabrikation s. Chemische Technologie. 
Punzieren s. Liebhaberkünste. 

Pyrotechnik s. Lustfeuerwerkerei. 
Rachenbräune s. Infektionskrankbeiten. 


Radfahrsport. Uon Dr. Karl Biesendahl. Mit I Titelbild und 104 Abbildungen. 
1897. 3 Mark, 


Raumberechnung. Anleitung zur @rössenbestimmung von Flächen und Körpern 
jeder Art von Dr. L. Pietsch. Vierte, verbesserte Auflage. Mit 55 Abbildungen, 
1898, IMark 80 Pi, 


Rebenkultur s. Weinbau. 
Rechnen s. Arithmetik. 


Rechtschreibung, deutsche. Von Dr. @. A. Saalfeld. 1805. 3 Mark 50 Pt, 
Redekunst, Anleitung zum mündlichen Vortrage von Roderich Benedix. Fünfte 
Auflage. 1896. 1 Mark 50 Pi. 





s. auch Vortrag, der mündliche. 

Registratur- und Archivkunde. Bandbuch für das Registratur» und Archivwesen 
bei den Reichs, Staats-, Hof=, Kirchen, Schul- und Gemeindebehörden, den Rechts= 
anwälten u. s. w., sowie bei den Staatsarchiven von Georg Holtzinger. Mit 
Beiträgen von Dr. Friedr. Leist. 1883. 3 Mark. 


Reich, das Deutsche, Ein Unterrichtsbuch in den Grundsätzen des deutschen 
Staatsrechts, der Verfassung und Gesetzgebung des Deutschen Reiches von Dr. Wilh. 
Zeller, Zweite, vielfach umgearbeitete und erweiterte Auflage. 1880. 3 Mark. 


Reinigung s. Wäscherei. 
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Reitkunst in ihrer Anwendung auf Lampagne-, Militär und Schulreiterei. Uon 
Adolf Kästner. Vierte, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 71 in den Cext 
gedruckten und 2 Tafeln Abbildungen. 1892. 6 Mark. 

Religionsphilosophie von Professor D. Dr. Georg Runze. 1901. 4 Mark. 

Rheumatismus s. Gicht und Infektionskrankbeiten. 

Ritter- und Verdienstorden aller Kulturstaaten der Welt innerhalb des 19, Jahr- 
bunderts. Auf Grund amtlicher und anderer zuverlässiger Quellen zusammen= 
gestellt von Maximilian Gritzner. Mit 760 Abbildungen. 1803, 

9 Mark, in Pergamenteinband 12 Mark. 

Rose s. Infektionskrankbeiten. 

Rosenzucht. Vollständige Anleitung über Zucht, Behandlung und Verwendung der 
Rosen im Lande und in Töpfen von Hermann Jäger. Zweite, verbesserte und 
vermehrte Auflage, bearbeitet von P. Lambert. Mit 70 Abbildungen. 1893. 


r 2 Mark 50 Pi, 
Röteln s. Infektionskrankbeiten. 


Rotlauf s. Infektionskrankbeiten. 

Rotz s. Infektionskrankbeiten. 

Rückfallfieber s. Infektionskrankbeiten. 

Ruder- und Segelspört. Uon Otto Gusti. Mit 66 Abbildungen und einer Karte, 
1898, 4 Mark. 

Ruhr s. Infektionskrankbeiten. 

Säugetiere, Vorfahren der in Europa. Von Albert Gaudry. Aus dem Tranzö- 
sischen übersetzt von William Marshall. Mit 40 Abbildungen. 1891. 3 Mark. . 


Schachspielkunst von K. S. Portius. Zwölfte, vermehrte und verbesserte Auflage. 
1901. 2 Mark 50 Pf, 


$charlach s. Infektionskrankbeiten. 

Schattenkonstruktion s. Perspektive. 

Schlitten- und Schlittschuhsport s. Wintersport. 

Schlosserei. Uon Julius Hoch. Erster Teil (Beschläge, Schlosskonstruktionen und 








Geldschrankbau). Mit 256 Abbildungen. 1899, 6 Mark. 
Zweiter Teil (Bauschlosserei),. Mit 288 Abbildungen. 1899. 6 Mark. 
Dritter Teil (Kunstschlosserei und Verschönerungsarbeiten des Eisens). Mit 

201 Abbildungen. 1901. 4 Mark 50 Pf. 


Schneeschuhsport s. Wintersport. 

Schnitzerei s. Liebhaberkünste. 

Schnupfen s. Infektionskrankbeiten. 

Schreibunterricht. Dritte Auflage, neu bearbeitet von Georg Funk. Mit 82 Fi- 
guren. 1803. 1 Mark 50 Pf. 

Schwangerschaft s. Frau, das Buch der jungen. 


‚Schwimmkunst, Von Martin Schwägerl. Zweite Auflage. Mit 111 Abbildungen. 
1897, 2 Mark. 


Schwindsucht s. Infektionskrankbeiten. 
Segelsport s. Ruder= und Segelsport. 
Seifenfabrikation s. Chemische Technologie. 


Sinne und Sinnesorgane der niederen Tiere. Uon €. Jourdan. Aus dem Franzö— 
sischen übersetzt von William Marshall. Mit 48 Abbildungen. 1891. 4 Mark. 
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Sitteniehre s. Ethik. 


Sxrofulose s. Infektionskrankbeiten. 


Sozialismus, moderner. Uon Max Baushoter. 1806. 3 Mark. 
Sphragistik s. Urkundenlehre. 
Spiegelbilder s. Perspektive, 


Spinnerei, Weberei und Appretur. Vierte Auflage, vollständig neu bearbeitet von 
Niklas Reiser. Mit 348 Abbildungen. 1901. 6 Mark. 


Spiritusbrennerei s. Chemische Technologie. 
Spitzpocken s. Infektionskrankheiten. 


Sprache und Sprachfehler des Kindes. Gesundheitsiehre der Sprache- für Eltern, 
Erzieher und Ärzte. Von Dr. med. Bermann Gutzmann. Mit 22 Abbil- 


dungen. 1894, 3 Mark 50 Pf, 
Sprachlehre, deutsche. Uon Dr. Konrad Michelsen. Vierte Auflage, heraus— 
gegeben von Friedrih Nedderich. 1808. 2 Mark 50 Pf. 


Sprachorgane s. Gymnastik der Stimme. 

Sprenastoffe s. Chemische Technologie. 

Sprichwörter s. Eitatenlexikon. 

Staatsrecht s. Reich, das Deutsche. 

$Starrkrampf s. Infektionskrankbeiten. 

Statik. Mit gesonderter Berücksichtigung der zeichnerischen und rechnerischen 
Methoden von Walther Lange. Mit 284 Abbildungen. 1897, 4A Mark. 

Steinätzen, -mosaik s. Liebhaberkünste. 

$tenographie. Ein Leitfaden für Lehrer und Lernende der Stenographie im allge— 
meinen und des Systems von @abelsberger im besonderen von Prof. h. Krieg. 
Dritte, vermehrte Auflage, 1900, 3 Mark. 

$Stereometrie. Mit einem Anbange über Kegelschnitte sowie über Maxima und 
Minima, begonnen von Rihard Schurig, vollendet und einheitlich bearbeitet 
von Ernst Riedel. Mit 159 Abbildungen. 1898. 3 Mark 50 Pf. 

Stile s. Baustile und Ornamentik, 

Stilistik. Eine Anweisung zur Ausarbeitung schriftlicher Aufsätze von Dr. Konrad 
Michelsen. Dritte, verbesserte und vermehrte Auflage, herausgegeben von 
Friedrich Nedderich. 1898, 2 Mark 50 Pi. 

Stimme, Gymnastik der, gestützt auf physiologische @esetze. Eine Anweisung zum 
Selbstunterricht in der Übung und dem richtigen @ebrauche der Sprach= und Ge— 
sangsorgane von Oskar Guttmann. S$echste, vermehrte und verbesserte Auflage, 
Mit 24 Abbildungen. 1902, 3 Mark 50 Pf. 

Stossfechtschule, deutsche, nach Kreussierschen Grundsätzen. Zusammen- 
gestellt und herausgegeben vom Verein deutscher Fechtmeister. Mit- 42 Abbil= 
dungen. 1892, 1Mark 50 Pi, 

$trablenpilzkrankheit s. Infektionskrankbeiten. 

Tanzkunst. Ein Leitiaden für Lehrer und Lernende nebst einem Anhang über 
£horeographie von Bernhard Klemm. Siebente Auflage. Mit 83 Abbildungen 

‚ und vielen musikalisch=rhytbmischen Beispielen, 1901. 3 Mark. 


 Tanzkunst s. auch Ästhetische Bildung. 


Taubenzucht s. Geflügelzucht, 
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Technologie, chemische. Unter Mitwirkung von P, Kersting, M. horn, Ch.Fischer, 
A. Jungbabn und J. Pinnow herausgegeben von Paul Kersting und Max 
Born. Erster Ceil. Anorganische Verbindungen, Mit 70 Abbildungen. 1902. 5 Mark. 

— — Zweiter Teil. Organische Verbindungen. Mit 72 Abbildungen. 1902. 5 Mark. 

Technologie, mechanische. Uon A. v. Ihering. Zweite Auflage. Unter der Presse. 

Teichwirtschaft s. Fischzucht. 

Telegrapbhie, elektrische. Uon Prof. Dr. K. Ed. Zetzsche,. Sechste, völlig um— 
gearbeitete Auflage. Mit 315 Abbildungen. 1882. 4 Mark. 


Textilindustrie s. Spinnerei u. s. w. 

Tiere, geographische Verbreitung der. Uon E. L. Trouessart. Aus dem Fran- 
zösischen übersetzt von William Marshall. Mit 2 Karten. 1892. 4 Mark. 

Tiere und Pflanzen, die leuchtenden. Uon Henri Gadeau de Kerville. Aus 
dem Französischen übersetzt von William Marshall. Mit 28 Abbildungen. 


1893. 3 Mark. 
Tierzucht, Iandwirtschaftliche. Uon Dr. Eugen Werner. Mit 20 Abbildungen. 
1880, 2 Mark 50 Pf. 


Tintenfabrikation s. Chemische Technologie. 

Tollwut s. Infektionskrankbeiten. 

Ton, der gute, und die feine Sitte. Uon Eufemia v. Adlersfeld geb. Gräfin 
Ballestrem. Dritte Auflage. 1899. 2 Mark. 

s. auch Asthetische Bildung. 

Tonwarenindustrie s. Chemische Technologie. 

Trichinenkrankheit s. Infektionskrankheiten. 

Trichinenschau. Uon F. W. Rüffert. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 52 Abbil- 





dungen. 1895. 1Mark 80 Pf. 
Trigonometrie. Uon Franz Bendt. Dritte, erweiterte Auflage. Mit 42 Figuren. 
1901. 2 Mark. 


Tuberkulose s. Infektionskrankbeiten. 


Turnkunst. Uon Dr. M. Kloss. Sechste, vermehrte und verbesserte Auflage. Mit 
100 Abtildungen. 1887. 3 Mark. 


Typhus s. Infektionskrankbeiten. R 
Uhrmacherkunst von 5. W. Rüffert. Vierte, vollständig neu bearbeitete und vermehrte 


Auflage. Mit 252 Abbildungen und 5 Tabellen. 1901. 4 Mark. 
Unfallversicherung. Uon Alfred Wengler. 1898. 2 Mark. 
Uniformkunde. Uon Richard Knötel. Mit über 1000 Einzelfiguren auf 100 

Cateln, gezeichnet vom Verfasser. 1896. 6 Mark, 
Unterleibsbrüche. Uon Dr. med. Tr. Ravoth. Zweite Auflage. Mit 28 Abbil- 

dungen. 1886. 2 Mark 50 Pf. 


Urkundenlehre. Diplomatik, Paläographie, £hronologie und Sphragistik von Dr. 
Fr. Leist. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 6 Tafeln Abbildungen. 1893. 4 Mark. 


Ventilation s. Heizung. 
Verfassung des Deutschen Reiches s. Reich, das Deutsche. 
Versicherungswesen. Uon Oskar Demcke. Zweite, vermehrte und verbesserte 


Auflage. 1888, 2 Mark 40 Pf. 
Yerskunst, deutsche. Uon Dr. Roderich Benedix. Dritte, durchgesehene und 
verbesserte Auflage. 1894, 1 Mark. 50 Pi. 
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Webers Tllustrierte Katechismen. 





Versteinerungskunde (Petrefaktenkunde, Paläontologie). Eine Übersicht über die 

“ wichtigeren Sormen des Tier» und des Pilanzenreiches der VUorwelt von Professor 
Dr. Bippolyt Haas. Zweite, gänzlich umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
Mit 234 Abbildungen und I Tafel. 1902. 3 Mark 50 Pf. 

Villen und kleine Familienhäuser. Uon Georg Aster. Mit 112 Abbildungen 
von Wohngebäuden nebst dazugehörigen @rundrissen und 23 in den Text gedruckten 
Figuren. Neunte Huflage. 1902. 5 Mark. 
(Fortsetzung dazu s. Familienhäuser für Stadt und Land.) 


Violine und Wiolinspiel. Uon Reinhold Jokisch. Mit 19 Abbildungen und 


zahlreichen Notenbeispielen. 1900. 2 Mark 50 Pf. 
Vögel, der Bau der. Uon William Marshall. Mit 229 Abbildungen. 1895, 
7 Mark 50 Pf 

Völkerkunde. Uon Dr. Heinrich Schurtz. Mit 67 Abbildungen. 1893. 4 Mark. 
Völkerrecht. Zweite Auflage. Unter der Presse. 
Voilkswirtschaftsiehre. Uon Bugo Schober. Fünfte, durchgesebene und ver— 
mehrte Huilage von Dr. Ed. 0. Schulze. 1896. 4 Mark. 


Vortrag, der mündliche. Ein Lehrbuch für Schulen und zum Selbstunterricht von 
Roderich Benedix. Erster Ceil. Die reine und deutliche Aussprache des hoch— 
deutschen. Neunte Auflage. 1902. I Mark 50 Pf. 


— — Dritter Teil. Schönheit des Uortrages. Fünfte Auflage. 1901. 3 Mark 50 Pf. 
Wappenkunde s. Heraldik. 


Warenkunde. Uon €. Schick. Sechste Auflage, vollständig neu bearbeitet von 
Dr. M. Pietsch. 1899. 3 Mark 50 Pf, 


Warenzeichenschutz s. Patentwesen. 
Wärmemotoren s. Dampfkessel. 
Wärmetechnologie s. Chemische Technologie. 


Wäscherei, Reinigung und Bleicherei. Uon Dr. Berm. @rothe. Zweite, volle 
ständig umgearbeitete Auflage. Mit 41 Abbildungen. 1884. 2 Mark. 


s. auch Lhemische Technologie. 





Wasserkur und ihre Anwendungsweise. Uon Dr. med. €. Preller. Mit 38 Ab- 


bildungen. 1891. 3 Mark 50 Pf. 
Wasserversorgung der Gebäude. Uon Professor Walter Lange. Mit 282 Ab- 
bildungen. 1902. ’ 3 Mark 50 Pf. 


Weberei s. Spinnerei. 

Wechselfieber s. Infektionskrankbeiten. 

Wechselrecht, allgemeines deutsches. Mit besonderer Berücksichtigung der Ab- 
weichungen und Zusätze der österreichischen und ungarischen Wechselordnung und 
des eidgenössischen Wechsel=- und Scheckgesetzes. Von Karl Arenz. Dritte, 
ganz umgearbeitete und vermehrte Auflage. 1884. 2 Mark. 


Weinbau, Rebenkulter und Weinbereitung. Uon Fr. Jak. Dochnahl. Dritte, 


vermehrte und verbesserte Auflage. Mit einem Anbange: Die Kellerwirtschaft. 


Von A. v. Babo. Mit 55 Abbildungen. 1896. 2 Mark 50 Pf. 


Weinbereitung s. Chemische Technologie. 


Weltgeschichte, allgemeine. Uon Dr. Theodor Flathe. Dritte Auflage. Mit 
6 Stammtaieln und einer tabellarischen Übersicht. 1899. 3 Mark 50 Pf. 
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Verlag von I. I. Weber in Leipzig. 


Windpocken s. Infektionskrankbeiten. 


Wintersport. Uon Max Schneider. Mit 140 Abbildungen. 1894. 3 Mark. 


Wochenbett s. Frau, das Buch der jungen. 


Wörterbuch, deutsches. Wörterbuch der deutschen Schriftt= und Umgangssprache 
sowie der wichtigsten Sremdwörter. Uon Dr. J. 5. Kaltschmidt, neu bearbeitet 


und vielfach ergänzt von Dr. Georg Lehnert. 1900. 7 Mark 50 Pf, 
Zähne. Uon Dr. med. 5. Klencke, Zweite, durchgesehene und vermehrte Auflage. 
Mit 38 Abbildungen. 1879, 2 Mark 50 Pf. 


Zeugädruck s. Chemische Technologie und Färberei. 
Zieselfabrikation s. Chemische Technologie. 
Ziegenpeter s. Iniektionskrankbheiten. 


Ziergärtnerei. Belehrung über Anlage, Ausschmückung und Unterhaltung der Gärten 
sowie über Blumenzucht von 5. Jäger. Sechste Auflage, nach den neuesten Er— 
fahrungen und Fortschritten umgearbeitet von J. Wesselhöft. Mit 104 Ab- 
bildungen. 1901. 3 Mark 50 Pf, 


Zimmergärtnerei. Uon M. Lebl. Zweite, umgearbeitete und vermehrte Auflage. 
Mit 89 Abbildungen. 1901. 3 Mark, 


Zoologie. Zweite Auflage, vollständig neu bearbeitet von Professor Dr. William 
Marshall. Mit 297 Abbildungen. 1901. 7 Mark 50 Pi. 


Zuckerfabrikation s. Chemische Technologie. 
Züundhölzerfabrikation s. Chemische Technologie. 
Züundmittel s. Chemische Technologie. 


Verzeichnisse mit ausführlicher Inhaltsangabe jedes einzelnen Bandes 
stehen kostenfrei zur Verfügung. 


Verlagsbuchhandlung von J. J. Weber in Leipzig 


Reudnitzer Strasse 1—7. 


August ‚1902. 
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Druck von 7. J. Weber in Leipzig. 
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